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ΠΡΟΛΟΓΟ 

 

Σν παξόλ ηεύρνο απνηειεί ηελ πηπρηαθή εξγαζία πνπ εθπνλήζεθε 

ζην Σκήκα  Μεραλνιόγσλ Μεραληθώλ Σ.Ε. ηεο ρνιήο Σερλνινγηθώλ 

Εθαξκνγώλ ηνπ  Σερλνινγηθνύ  Εθπαηδεπηηθνύ  Ιδξύκαηνο  Δπηηθήο 

Ειιάδαο θαη έρεη σο ζέκα ηελ κειέηε ηνπ νξηαθνύ ζηξώκαηνο πάλσ από 

πιάθα. 

ηα πιαίζηα ηεο εξγαζίαο απηήο πξαγκαηνπνηήζεθαλ κεηξήζεηο 

ηεο ηαρύηεηαο ελόο ξεύκαηνο λεξνύ πάλσ από πιάθα ζε δηαθνξεηηθέο 

απνζηάζεηο από ην ζεκείν πξνζβνιήο θαη γηα δηαθνξεηηθέο ηηκέο ηεο 

παξνρήο. Σα πεηξακαηηθά απνηειέζκαηα παξνπζηάδνληαη θαη 

ζρνιηάδνληαη ζύκθσλα κε ηελ ζεσξία ηνπ νξηαθνύ ζηξώκαηνο. 

Θέισ λα επραξηζηήζσ ζεξκά ηoλ επηβιέπνληα θαζεγεηή κνπ θ. 

Σδηξηδηιάθε θαζώο θαη ηνλ θ. Καινγήξνπ γηα ην ελδηαθέξνλ πνπ έδεημαλ 

θαη ηελ ηδηαίηεξα ζεκαληηθή βνήζεηα πνπ κνπ πξνζέθεξαλ θαηά ηελ 

εθπόλεζε ηεο παξνύζαο πηπρηαθήο εξγαζίαο.  

                                                                                  

                                              Κόθθαιεο Βαζίιεηνο 

            Ιαλνπάξηνο 2021 

 

Τπεύθυνη Γήλωζη πουδαζηή: Ο θάησζη ππνγεγξακκέλνο ζπνπδαζηήο 

έρσ επίγλσζε ησλ ζπλεπεηώλ ηνπ Νόκνπ πεξί ινγνθινπήο θαη δειώλσ 

ππεύζπλα όηη είκαη ζπγγξαθέαο απηήο ηεο Πηπρηαθήο Εξγαζίαο, έρσ δε 

αλαθέξεη ζηελ Βηβιηνγξαθία κνπ όιεο ηηο πεγέο ηηο νπνίεο 

ρξεζηκνπνίεζα θαη έιαβα ηδέεο ή δεδνκέλα. Δειώλσ επίζεο όηη, 

νπνηνδήπνηε ζηνηρείν ή θείκελν ην νπνίν έρσ ελζσκαηώζεη ζηελ εξγαζία 

κνπ πξνεξρόκελν από Βηβιία ή άιιεο εξγαζίεο ή ην δηαδίθηπν, γξακκέλν 

αθξηβώο ή παξαθξαζκέλν, ην έρσ πιήξσο αλαγλσξίζεη σο πλεπκαηηθό 

έξγν άιινπ ζπγγξαθέα θαη έρσ αλαθέξεη αλειιηπώο ην όλνκά ηνπ θαη 

ηελ πεγή πξνέιεπζεο.  

 

Ο ζπνπδαζηήο  

Κόθθαιεο Βαζίιεηνο 
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ΠΔΡΙΛΗΦΗ 
 

 

Η παξνύζα εξγαζία έρεη ζαλ ζέκα ην νξηαθό ζηξώκα πάλσ από 

επίπεδε πιάθα. Πεξηιακβάλεη ζεσξεηηθό θαη πεηξακαηηθό κέξνο. 

ην πξώην θεθάιαην γίλεηαη κηα εηζαγσγή ζηε έλλνηα θαη ηε 

ζεσξία ηνπ νξηαθνύ ζηξώκαηνο.  

ην δεύηεξν θεθάιαην παξνπζηάδνληαη νη εμηζώζεηο πνπ 

πεξηγξάθνπλ ην νξηαθό ζηξώκα ζε επίπεδε ξνή.   

Σν ηξίην θεθάιαην είλαη αθηεξσκέλν ζηηο νινθιεξσηηθέο 

εμηζώζεηο ηνπ νξηαθνύ ζηξώκαηνο.  

ην ηέηαξην θεθάιαην παξνπζηάδνληαη ηα βαζηθά ραξαθηεξηζηηθά 

ηεο ηπξβώδνπο ξνήο.  

ην πέκπην θεθάιαην πεξηγξάθεηαη αλαιπηηθά ε πεηξακαηηθή 

δηάηαμε πνπ ρξεζηκνπνηήζεθε θαη ν ηξόπνο ιήςεο ησλ κεηξήζεσλ.  

ην έθην θεθάιαην παξνπζηάδνληαη ηα απνηειέζκαηα ησλ 

κεηξήζεσλ.  

ην έβδνκν θεθάιαην παξνπζηάδνληαη ηα ζπκπεξάζκαηα. 
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ΔΗΑΓΩΓΖ 
 

Έλα νξηαθό ζηξώκα είλαη έλα ιεπηό ζηξώκα ημώδνπο ξεπζηνύ 

θνληά ζηε ζηεξεά επηθάλεηα ελόο ηνηρώκαηνο ζε επαθή κε έλα θηλνύκελν 

ξεύκα ζην νπνίν (εληόο ηνπ πάρνπο ηνπ δ) ε ηαρύηεηα ξνήο θπκαίλεηαη 

από κεδέλ ζηνλ ηνίρν (όπνπ ε ξνή "θνιιά" ζην ηνίρσκα ιόγσ ηνπ 

ημώδνπο ηνπ ξεπζηνύ) έσο ηελ ηηκή Ue ζην όξην, ε νπνία πεξίπνπ (εληόο 

ζθάικαηνο 1%) αληηζηνηρεί ζηελ ηαρύηεηα ειεύζεξεο ξνήο (ζρήκα 1). 

Απζηεξά, ε ηηκή ηνπ δ είλαη κία απζαίξεηε ηηκή επεηδή ε δύλακε ηξηβήο, 

αλάινγα κε ηε κνξηαθή αιιειεπίδξαζε κεηαμύ πγξνύ θαη ζηεξενύ 

ζώκαηνο, κεηώλεηαη κε ηελ απόζηαζε από ην ηνίρσκα θαη γίλεηαη ίζε κε 

ην κεδέλ ζην άπεηξν. 

 

 
ρήκα 1 Οξηαθό ζηξώκα ζε επίπεδε επηθάλεηα [3]. 

 

Η ζεκειηώδεο έλλνηα ηνπ νξηαθνύ ζηξώκαηνο πξνηάζεθε από ηνλ 

L. Prandtl (1904), ν νπνίνο νξίδεη ην νξηαθό ζηξώκα σο έλα ζηξώκα 

ξεπζηνύ πνπ αλαπηύζζεηαη ζε ξνέο κε πνιύ πςειό αξηζκό Reynolds, Re, 

δειαδή κε ζρεηηθά ρακειό ημώδεο ζε ζύγθξηζε κε ηηο δπλάκεηο 

αδξάλεηαο. Απηό παξαηεξείηαη όηαλ ηα ζώκαηα εθηίζεληαη ζε ξνή αέξα 

πςειήο ηαρύηεηαο ή όηαλ ηα ζώκαηα είλαη πνιύ κεγάια θαη ε ηαρύηεηα 

ξνήο αέξα είλαη κέηξηα. ε απηήλ ηελ πεξίπησζε, ζε έλα ζρεηηθά ιεπηό 
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νξηαθό ζηξώκα, ε δηαηκεηηθή ηάζε κπνξεί λα είλαη πνιύ κεγάιε, εηδηθά 

ζηνλ ηνίρν όπνπ ε ηαρύηεηα είλαη κεδέλ. 

Παξά ην γεγνλόο όηη είλαη αξθεηά ιεπηό, ην νξηαθό ζηξώκα είλαη 

πνιύ ζεκαληηθό γηα ηηο δηαδηθαζίεο δπλακηθήο αιιειεπίδξαζεο κεηαμύ 

ηεο ξνήο θαη ηνπ ζώκαηνο. Σν νξηαθό ζηξώκα θαζνξίδεη ηελ 

αεξνδπλακηθή νπηζζέιθνπζα θαη ηελ άλησζε ηνπ ηπηάκελνπ νρήκαηνο, ή 

ηελ απώιεηα ελέξγεηαο γηα ξνή ξεπζηνύ ζε θάπνην θαλάιη. Δπίζεο, εθηόο 

ηνπ πδξνδπλακηθνύ νξηαθνύ ζηξώκαηνο ππάξρεη θαη έλα ζεξκηθό νξηαθό 

ζηξώκα πνπ θαζνξίδεη ηε ζεξκνδπλακηθή αιιειεπίδξαζε ηεο κεηαθνξάο 

ζεξκόηεηαο. 

Ο ππνινγηζκόο ησλ παξακέηξσλ ηνπ νξηαθνύ ζηξώκαηνο 

βαζίδεηαη ζηε ιύζε εμηζώζεσλ πνπ ιακβάλνληαη από ηηο εμηζώζεηο 

Navier-Stokes γηα ημώδε ξνή ξεπζηνύ, νη νπνίεο κπνξνύλ λα 

απινπνηεζνύλ ζεκαληηθά αλ ιάβνπκε ππόςε ην γεγνλόο όηη ην πάρνο ηνπ 

νξηαθνύ ζηξώκαηνο είλαη πνιύ κηθξό. 
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1. ΔΗΑΓΩΓΖ ΣΖ ΘΔΩΡΗΑ ΣΟΤ ΟΡΗΑΚΟΤ 

ΣΡΩΜΑΣΟ 
 

1.1 Ζ ΔΝΝΟΗΑ ΣΟΤ ΟΡΗΑΚΟΤ ΣΡΩΜΑΣΟ  

  

Η ξνή ησλ ξεπζηώλ κε ρακειό ημώδεο θαη ζπλεπώο κε πνιύ 

πςειέο ηηκέο αξηζκνύ Reynolds παξνπζηάδνληαη ζε πνιιέο ηερληθέο 

εθαξκνγέο. ηηο πεξηζζόηεξεο πεξηπηώζεηο ε νξηαθή ιύζε Re  είλαη 

κηα θαιή πξνζέγγηζε. Έλα πξόβιεκα απηήο ηεο νξηαθήο ιύζεο πνπ 

αμίδεη λα ζεκεησζεί είλαη όηη δελ ηθαλνπνηείηαη ε ζπλζήθε κε-νιίζζεζεο, 

δειαδή νη ηαρύηεηεο ζην ηνίρσκα δελ είλαη κεδέλ αιιά έρνπλ 

πεπεξαζκέλεο ηηκέο. Γηα λα ηθαλνπνηεζεί ε ζπλζήθε κε-νιίζζεζεο 

πξέπεη λα ιεθζεί ππόςε ην ημώδεο. Απηό έρεη λα θάλεη ηε κεηάβαζε ηεο 

ηαρύηεηαο από ηελ πεπεξαζκέλε ηηκή ηεο νξηαθήο ιύζεο θνληά ζην 

ηνίρσκα ζηε κεδεληθή ηηκή αθξηβώο πάλσ ζην ηνίρσκα. ε κεγάιεο ηηκέο 

ηνπ αξηζκνύ Reynolds απηή ε κεηάβαζε ιακβάλεη ρώξα ζε έλα ιεπηό 

ζηξώκα θνληά ζην ηνίρσκα, ην νπνίν νλνκάζηεθε από ηνλ l. Prandtl 

(1904), νξηαθό ζηξώκα ή ζηξώκα ηξηβήο. Όπσο ζα δνύκε ζηε ζπλέρεηα, 

ην νξηαθό ζηξώκα είλαη ιεπηόηεξν γηα κεγάινπο αξηζκνύο Reynolds, 

δειαδή γηα κηθξό ημώδεο. 

 Η έλλνηα ηνπ νξηαθνύ ζηξώκαηνο ζπλεπάγεηαη όηη ε ξνή ζε 

πςεινύο αξηζκνύο Reynolds κπνξεί λα ρσξηζηεί ζε δύν άληζεο πεξηνρέο. 

ην θύξην κέξνο ηεο ξνήο, ην ημώδεο κπνξεί λα αγλνεζεί θαη ε ξνή 

αληηζηνηρεί ζηελ αλημώδε νξηαθή ιύζε. Απηή ε πεξηνρή νλνκάδεηαη 

αλημώδεο εμσηεξηθή ξνή. Η δεύηεξε πεξηνρή είλαη ην πνιύ ιεπηό νξηαθό 

ζηξώκα θνληά ζην ηνίρσκα όπνπ ην ημώδεο πξέπεη λα ιεθζεί ππόςε.  

 Μέζα ζην νξηαθό ζηξώκα ε ξνή κπνξεί λα είλαη ζηξσηή ή 

ηπξβώδεο. Έηζη έρνπκε ην ζηξσηό θαη ην ηπξβώδεο νξηαθό ζηξώκα. 
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 ηε ζπλέρεηα ζα δεηρζεί όηη ν ρσξηζκόο ηεο ξνήο ζηελ αλημώδε 

εμσηεξηθή ξνή θαη ζην νξηαθό ζηξώκα νδεγεί ζε ζεκαληηθέο 

απινπνηήζεηο ζηε ζεσξεηηθή κειέηε ησλ ξνώλ κε πςεινύο αξηζκνύο 

Reynolds. ηελ πξαγκαηηθόηεηα, ζε απηήλ ηελ ηδέα ηνπ Prandtl 

ζηεξίδεηαη νπνηαδήπνηε ζεσξεηηθή πξόνδνο έρεη γίλεη ζε απηέο ηηο ξνέο.  

Αξρηθά ζα παξνπζηάζνπκε ηηο βαζηθέο έλλνηεο ηνπ νξηαθνύ ζηξώκαηνο 

θαζαξά από πιεπξάο Φπζηθήο θαη ζηε ζπλέρεηα ζα παξνπζηάζνπκε θαη 

ηε καζεκαηηθή ζεσξία. 

 

 

1.2 ΣΡΩΣΟ ΟΡΗΑΚΟ ΣΡΩΜΑ Δ ΔΠΗΠΔΓΖ ΠΛΑΚΑ Δ 

ΜΖΓΔΝΗΚΖ ΠΡΟΠΣΩΖ 

 

 ην ζρήκα 1.1 θαίλεηαη ε ξνή θαηά κήθνο κηαο ιεπηήο επίπεδεο 

πιάθαο ε νπνία ζύξεηαη κέζα ζην λεξό. σκαηίδηα αινπκηλίνπ έρνπλ 

ςεθαζηεί ζηελ επηθάλεηα ηνπ λεξνύ γηα λα γίλνπλ νξαηέο νη γξακκέο 

ξνήο.  Σν κήθνο ηνπ ίρλνπο πνπ αθήλεη θάζε ζσκαηίδην είλαη αλάινγν 

ηεο ηαρύηεηαο ξνήο. Δίλαη θαλεξό όηη αθξηβώο πάλσ ζην ηνίρσκα 

ππάξρεη έλα ιεπηό ζηξώκα ζην νπνίν ε ηαρύηεηα είλαη ζεκαληηθά 

κηθξόηεξε από όηη ζε θάπνηα απόζηαζε από ην ηνίρσκα. Σν πάρνο ηνπ 

ηνηρώκαηνο απηνύ απμάλεηαη θαηά κήθνο ηνπ ηνηρώκαηνο από κπξνζηά 

πξνο ηα πίζσ. ην ζρήκα 1.2 θαίλεηαη ζρεκαηηθά ε θαηαλνκή ηεο 

ηαρύηεηαο ζην νξηαθό ζηξώκα πάλσ ζηελ πιάθα. ην ζρήκα 1.2 ε 

θάζεηε δηάζηαζε έρεη κεγεζπλζεί. ην κπξνζηηλό άθξν ππάξρεη κία 

ζηαζεξή θαηαλνκή ηαρύηεηαο θάζεηα ζηελ πιάθα. Καζώο ε απόζηαζε 

από ην κπξνζηηλό άθξν απμάλεηαη, ην ζηξώκα ησλ ζσκαηηδίσλ πνπ 

επηβξαδύλνληαη από ηελ ηξηβή γίλεηαη κεγαιύηεξν, αθνύ όιν θαη 

πεξηζζόηεξα ζσκαηίδηα ηνπ ξεπζηνύ θαζπζηεξνύληαη. Σν πάρνο ηνπ 

νξηαθνύ ζηξώκαηνο δ(x) είλαη επνκέλσο κία αύμνπζα ζπλάξηεζε ηνπ x. 

Ωζηόζν, πξέπεη λα μεθαζαξίζνπκε όηη ε έλλνηα ηνπ πάρνπο ηνπ νξηαθνύ 

ζηξώκαηνο έρεη εηζαρζεί θάπσο ηερλεηά. Η κεηάβαζε από ηε ξνή ζην 

νξηαθό ζηξώκα, ζηελ εμσηεξηθή ξνή, ηνπιάρηζηνλ ζηελ πεξίπησζε ηεο 

ζηξσηήο ξνήο, ζπκβαίλεη κε ζπλερή ηξόπν θαη ζπλεπώο δελ είλαη 

δπλαηόλ λα θαζνξηζζεί έλα απζηεξό ζύλνξν. Αθνύ ε έλλνηα ηνπ πάρνπο 
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ηνπ νξηαθνύ ζηξώκαηνο είλαη ηόζν δσληαλή, ρξεζηκνπνηείηαη πνιύ ζηελ 

πξάμε. Πνιύ ζπρλά ην ζύλνξν νξίδεηαη απζαίξεηα ζην ζεκείν όπνπ ε 

ηαρύηεηα είλαη ίζε κε θάπνην νξηζκέλν πνζνζηό ηεο εμσηεξηθήο 

ηαρύηεηαο, π.ρ. 99%. Γηα ιόγνπο ζαθήλεηαο ζπρλά ρξεζηκνπνηείηαη έλαο 

δείθηεο, π.ρ. δ99.  

 

 

ρήκα 1.1 Ρνή θαηά κήθνο κηαο ιεπηήο επίπεδεο πιάθαο (O. Tietjens 

19310 [2]. 

 

 

ρήκα 1.2 Οξηαθό ζηξώκα πάλσ από επίπεδε πιάθα κε κεδεληθή γσλία 

πξόζπησζεο [2]. 

 

Δκηίμηζη ηος πάσοςρ ηος οπιακού ζηπώμαηορ 
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  Γηα ηελ πεξίπησζε ζηξσηνύ νξηαθνύ ζηξώκαηνο θνληά ζε πιάθα 

κπνξεί εύθνια λα εθηηκεζεί κε ηνλ εμήο ηξόπν: 

ην νξηαθό ζηξώκα νη δπλάκεηο αδξάλεηαο θαη νη δπλάκεηο ηξηβήο είλαη 

ζε ηζνξξνπία. Η αδξαλεηαθή δύλακε αλά κνλάδα όγθνπ είλαη ίζε κε 

x

u
u



 . Γηα κία πιάθα κήθνπο x, ε πνζόηεηα 

x

u




 είλαη αλάινγε ηνπ 

x

U
, όπνπ U  είλαη ε ηαρύηεηα ηεο εμσηεξηθήο ξνήο. Έηζη, ε 

αδξαλεηαθή δύλακε είλαη ηεο ηάμεο κεγέζνπο ηνπ
x

U
2

 . Από ηελ άιιε 

κεξηά ε δύλακε ηξηβήο αλά κνλάδα όγθνπ είλαη ίζε κε 
y


 θαη ζηε 

ζηξσηή ξνή, ε πνζόηεηα απηή είλαη θαηά ζπλζήθε ίζε κε 2

2

y

u




 . Η 

θιίζε ηεο ηαρύηεηαο θάζεηα ζην ηνίρσκα 
y

u




 είλαη ηεο ηάμεο ηνπ 


U

. 

πλεπώο γηα ηελ δύλακε ηξηβήο αλά κνλάδα όγθνπ παίξλνπκε:  

y


⁓

2
 U

. Αλ εμηζώζνπκε ηελ αδξαλεηαθή θαη ηε δύλακε ηξηβήο 

παίξλνπκε: 

2
 U

⁓
x

U
2

  

Δπηιύνληαο σο πξνο ην πάρνο ηνπ νξηαθνύ ζηξώκαηνο, δ, παίξλνπκε: 

δ⁓



U

x

U

x 




                                                                          (1.1) 

Ο άγλσζηνο αξηζκεηηθόο παξάγνληαο ζε απηήλ ηελ εμίζσζε κπνξεί λα 

ππνινγηζζεί από ηελ αθξηβή επίιπζε ηνπ H. Blasius (1908). Γηα ζηξσηή 

νξηαθό ζηξώκα ζε πιάθα θαη κεδεληθή γσλία πξόζπησζεο έρνπκε: 

 



U

x
x


 599                                                                               (1.2) 
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Σν αδηάζηαην πάρνο ηνπ νξηαθνύ ζηξώκαηνο ζε ζρέζε κε ην κήθνο ηεο 

πιάθαο δίλεηαη από ηε ζρέζε: 

 
l

x

l

x

Re

599 


                                                                        (1.3) 

όπνπ 


lURe  είλαη ν αξηζκόο Reynolds πνπ ζρεκαηίδεηαη από ην κήθνο 

l ηεο πιάθαο. Από ηελ εμίζσζε (1.3) βιέπνπκε όηη ην πάρνο ηνπ νξηαθνύ 

ζηξώκαηνο κεηώλεηαη θαζώο απμάλεηαη ν αξηζκόο Reynolds θαη ζηελ 

νξηαθή πεξίπησζε Re ην νξηαθό ζηξώκα κεδελίδεηαη. Δπηπιένλ, από 

ηελ εμίζσζε (1.3) βιέπνπκε όηη ην πάρνο ηνπ νξηαθνύ ζηξώκαηνο είλαη 

αλάινγν ηνπ x . 

Πάσορ μεηαηόπιζηρ 

Έρεη ήδε αλαθεξζεί όηη ην πάρνο ηνπ νξηαθνύ ζηξώκαηνο έρεη εηζαρζεί 

απζαίξεηα. Έλα ζσζηό θαη ξεπζηνκεραληθά εξκελεύζηκν κέηξν ηνπ 

πάρνπο ηνπ νξηαθνύ ζηξώκαηνο είλαη ην πάρνο κεηαηόπηζεο δ1, ην νπνίν 

νξίδεηαη από ηε ζρέζε: 

   





0

1

y

dyuUxU                                                                 (1.4) 

U είλαη ε ηαρύηεηα ζηελ εμσηεξηθή πιεπξά ηνπ νξηαθνύ ζηξώκαηνο ζηε 

ζέζε x. Από ηνλ νξηζκό, ηα δύν ζθηαζκέλα εκβαδά ηνπ ζρήκαηνο 1.3 

πξέπεη λα είλαη ίζα. Σν κήθνο κεηαηόπηζεο εθθξάδεη ην πόζν καθξηά από 

ην νξηαθό ζηξώκα πξέπεη λα κεηαηνπηζηνύλ νη ξντθέο γξακκέο ηεο 

εμσηεξηθήο ξνήο.  
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ρήκα 1.3 Πάρνο κεηαηόπηζεο δ1 ηνπ νξηαθνύ ζηξώκαηνο [2]. 

ηελ πεξίπησζε πιάθαο ζε κεδεληθή γσλία πξόζπησζεο έρνπκε: 

 
 

l

x

l

x

Re

721.11 


                                                                        (1.5) 

Γειαδή ην πάρνο κεηαηόπηζεο δ1 είλαη πεξίπνπ ην 1/3 ηνπ πάρνπο ηνπ 

νξηαθνύ ζηξώκαηνο. 

 

Δκηίμηζη ηων δςνάμεων ηπιβήρ 

Όπσο θαη κε ην πάρνο ηνπ νξηαθνύ ζηξώκαηνο, ε δηαηκεηηθή ηάζε ηνπ 

ηνηρώκαηνο ηw θαη ζπλεπώο θαη ε ζπλνιηθή νπηζζέιθνπζα ηξηβή ηεο 

πιάθαο κπνξνύλ λα εθηηκεζνύλ. ύκθσλα κε ην λόκν ηνπ Νεύησλα γηα 

ηελ ηξηβή (εμίζσζε 1.2) έρνπκε: 

 
w

w
y

u
x 












                                                                              (1.6) 

όπνπ ν δείθηεο w δειώλεη ηελ ηηκή ζην ηνίρσκα. Υξεζηκνπνηώληαο ηε 

ζρέζε  
y

u




 ⁓ 


U

 βξίζθνπκε όηη ηw⁓ 


 U
 θαη εηζάγνληαο ηελ ηηκή ηνπ δ 

από ηελ εμίζσζε (1.1) παίξλνπκε: 
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 xw ⁓
x

U

x

U
U

3


 






                                                        (1.7) 

Δπνκέλσο, ε δηαηκεηηθή ηάζε ηνπ ηνηρώκαηνο είλαη αλάινγε ηνπ 2
3

U , 

θαη επίζεο αμίδεη λα ηνληζηεί όηη είλαη αλάινγε ηνπ 
x

1
. Η δηαηκεηηθή 

ηάζε ηνπ ηνηρώκαηνο κηαο επίπεδεο πιάθαο δελ είλαη επνκέλσο ζηαζεξά, 

αιιά κηα θζίλνπζα ζπλάξηεζε ηνπ x. Οη δηαηκεηηθέο ηάζεηο είλαη 

κεγάιεο θνληά ζην κπξνζηηλό άθξν ηεο πιάθαο. Υξεζηκνπνηώληαο ηε 

ζρέζε ηw⁓ 


 U
 ζπκπεξαίλνπκε όηη ε δηαηκεηηθή ηάζε ηνπ ηνηρώκαηνο 

είλαη αληηζηξόθσο αλάινγε ηνπ πάρνπο ηνπ νξηαθνύ ζηξώκαηνο, δειαδή 

όζν ιεπηόηεξν είλαη ην νξηαθό ζηξώκα ηόζν κεγαιύηεξε είλαη ε 

δηαηκεηηθή ηάζε. Η ζηαζεξά αλαινγίαο ζηελ εμίζσζε (1.7) κπνξεί 

επίζεο λα ππνινγηζηεί από ηελ αθξηβή επίιπζε. Σειηθά, ν ζπληειεζηήο 

επηδεξκηθήο ηξηβήο είλαη: 

 
l

x

U

x
c w

f
Re

664.0

2

2








                                                              (1.8) 

Με γλσζηή ηε ζρέζε κεηαμύ ηεο δηαηκεηηθήο ηάζεο ηνπ ηνηρώκαηνο θαη 

ηεο ζέζεο ηw(x), κπνξνύκε κε νινθιήξσζε λα ππνινγίζνπκε ηε 

ζπλνιηθή νπηζζέιθνπζα ηξηβή. Μία πιάθα πνπ βξέρεηαη από ηε κία 

πιεπξά κε πιάηνο b θαη κήθνο l έρεη νπηζζέιθνπζα ηξηβή: 

 

l

w dxxbD
0

                                                                          (1.9) 

Με ηελ εμίζσζε (1.8) ν ζπληειεζηήο νπηζζέιθνπζαο ζπζρεηίδεηαη κε ηε 

επηθάλεηα πνπ βξέρεηαη lbS   θαη έρνπκε: 

Re

328.1

2

2







 lbU

D
cD                                                              (1.10) 

Ο λόκνο απηόο ηεο νπηζζέιθνπζαο απεηθνλίδεηαη ζην ζρήκα 1.3. Ο 

αζπκπησηηθόο ραξαθηήξαο απηνύ ηνπ λόκνπ κπνξεί λα θαλεί, θαη γηα 

αξηζκνύο Reynolds Re>10
4
 νη κεηξήζεηο είλαη πνιύ θνληά ζηε ζεσξία. 
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1.3 ΣΤΡΒΩΓΔ ΟΡΗΑΚΟ ΣΡΩΜΑ Δ ΔΠΗΠΔΓΖ ΠΛΑΚΑ Δ 

ΜΖΓΔΝΗΚΖ ΠΡΟΠΣΩΖ 

 Όπσο έρεη ήδε αλαθεξζεί, ζηελ πξαγκαηηθόηεηα ην νξηαθό ζηξώκα 

πάλσ από πιάθα δελ παξακέλεη πάληα ζηξσηό. Μεηά από κία νξηζκέλε 

απόζηαζε x=xcrit (από ην κπξνζηηλό άθξν ηεο πιάθαο), ην νξηαθό 

ζηξώκα γίλεηαη ηπξβώδεο. Ο θξίζηκνο αξηζκόο Reynolds πνπ 

ζρεκαηίδεηαη από ηελ απόζηαζε ζην ζεκείν κεηάβαζεο είλαη: 

5

, 105Re 









crit

critx

Ux


 (πιάθα)                                                (1.11) 

Σν νξηαθό ζηξώκα πάλσ από πιάθα είλαη ζηξσηό θνληά ζην κπξνζηηλό 

άθξν θαη γίλεηαη ηπξβώδεο καθξύηεξα θαηά ηελ θαηεύζπλζε ηεο ξνήο, 

ελώ ε ζέζε ηνπ ζεκείνπ κεηάβαζεο xcrit κπνξεί λα ππνινγηζζεί από ηνλ 

θξίζηκν αξηζκό Reynolds Rex,crit. Αλ θαη ε κεηάβαζε από ην ζηξσηό ζην 

ηπξβώδεο νξηαθό ζηξώκα ζπκβαίλεη ζε κία πεξηνρή πεπεξαζκέλνπ 

κήθνπο, ρξεζηκνπνηείηαη γηα απιόηεηα έλα ζεκείν κεηάβαζεο θαη 

ζπλήζσο γίλεηαη ε ππόζεζε όηη ε κεηάβαζε είλαη απόηνκε. Η αξηζκεηηθή 

ηηκή ηνπ Recrit εμαξηάηαη ηζρπξά από ην θαηά πόζνλ ε εμσηεξηθή ξνή 

είλαη δηαηαξαγκέλε. ε ηζρπξά δηαηαξαγκέλε ξνή κία ηππηθή ηηκή είλαη 

Recrit=3
.
10

5
 ελώ γηα ιεία ξνή νη ηηκέο πξνζεγγίδνπλ ηελ ηηκή Recrit=3

.
10

6
. 

 Οη πξώηεο κειέηεο πάλσ ζηελ κεηάβαζε από ην ζηξσηό ζην 

ηπξβώδεο νξηαθό ζηξώκα πξαγκαηνπνηήζεθαλ από ηνπο B. G. Van der 

Hegge Zijnen (1924), J. M. Burgers (1924) θαη M. Hansen (1928). Η 

κεηάβαζε από ηε ζηξσηή ζηελ ηπξβώδε ξνή ραξαθηεξίδεηαη από κία 

ζεκαληηθή αύμεζε ζην πάρνο ηνπ νξηαθνύ ζηξώκαηνο θαη ζηελ 

δηαηκεηηθή ηάζε ηνπ ηνηρώκαηνο. Σν ζρήκα 1.4 δείρλεη ηελ αδηάζηαηε 

πνζόηεηα 

U

x

 99 ζπλαξηήζεη ηεο αδηάζηαηεο απόζηαζεο 


xU
x

Re  

ζύκθσλα κε ηηο κεηξήζεηο ηνπ M. Hansen (1928). Από ηελ εμίζσζε 

(1.2), ζηα ζηξσηά νξηαθά ζηξώκαηα απηή ε πνζόηεηα έρεη πξνζεγγηζηηθά 

ηε ζηαζεξή ηηκή 5. Γηα Rex= Rex,crit=3
.
10

5
, νη κεηξήζεηο δείρλνπλ κία 

ηζρπξή απόηνκε αύμεζε. Μπνξεί λα απνδεηρζεί όηη ην πάρνο ηνπ 

ηπξβώδνπο νξηαθνύ ζηξώκαηνο ζε πιάθα είλαη: 
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 x

x

x G
U

Reln
Reln

Re
14.0




                                                   (1.12) 

 

ρήκα 1.4 Δμάξηεζε ηνπ πάρνπο ηνπ νξηαθνύ ζηξώκαηνο από ηελ 

απόζηαζε θαηά κήθνο ηεο πιάθαο ζε κεδεληθή γσλία πξόζπησζεο (M. 

Hansen 1928) [2]. 

 

Η ζπλάξηεζε G(lnRex) εμαξηάηαη ειαθξά από ην lnRex. Παίξλεη 

ηελ νξηαθή ηηκή 1 γηα lnRex→∞. ηελ πεξηνρή 10
5
< Rex<10

6
, 5.1G . Η 

εμάξηεζε από ην lnRex ε νπνία εκθαλίδεηαη ζηελ εμίζσζε (1.12) είλαη 

ηππηθή γηα ηπξβώδε νξηαθά ζηξώκαηα, θαη έρεη λα θάλεη κε έλαλ 

αζπκπησηηθό ηύπν γηα κεγάινπο αξηζκνύο Reynolds. ύκθσλα κε απηόλ 
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ηνλ ηύπν, ην πάρνο ηνπ νξηαθνύ ζηξώκαηνο απμάλεηαη ζαλ δ⁓x/lnx γηα 

κεγάια x. ε έλα δεδνκέλν x, ην πάρνο ηνπ νξηαθνύ ζηξώκαηνο 

κεηώλεηαη θαζώο απμάλεηαη ν αξηζκόο Reynolds, αιιά πνιύ αξγά κε 

δ/x⁓1/lnRe. Η πνζόηεηα πνπ αληηζηνηρεί ζηελ (1.120 θαίλεηαη ζην ζρήκα 

1.4 θαη δείρλεη θαιή ζπκθσλία κε ηηο κεηξήζεηο ηνπ M. Hansen. Αθνύ ε 

(1.12) ηζρύεη γηα ηελ πεξίπησζε όπνπ έλα ηπξβώδεο νξηαθό ζηξώκα είλαη 

ήδε παξόλ ζην κπξνζηηλό άθξν ηεο πιάθαο, κία ηδεαηή αξρή ηνπ νξηαθνύ 

ζηξώκαηνο ππνηίζεηαη ζην Rex=1.5
.
10

5
 ζην ζρεδηαζκό ηεο θακπύιεο 

(1.12). Απηό ζεκαίλεη όηη αθξηβώο ζην ζεκείν κεηάβαζεο Rex=3
.
10

5
, ε 

ηηκή ηεο πνζόηεηαο είλαη πξνζεγγηζηηθά 5.0, θαη επνκέλσο κία ζπλερήο 

κεηάβαζε από ην ζηξσηό ζην ηπξβώδεο νξηαθό ζηξώκα αθνινπζεί. Σα 

πάρε ησλ νξηαθώλ ζηξσκάησλ γηα ηππηθέο πεξηπηώζεηο γηα ξνή λεξνύ θαη 

αέξα έρνπλ ππνινγηζζεί από ηελ εμίζσζε (1.12) θαη πεξηιακβάλνληαη 

ζηνλ πίλαθα1.1. 

 

Γςνάμειρ Σπιβήρ 

Ο ηύπνο γηα ηνλ ζπληειεζηή επηδεξκηθήο ηξηβήο γηα ην ηπξβώδεο νξηαθό 

ζηξώκα αλάινγα κε ηνλ ηύπν (1.8) είλαη: 

 
2

Reln
Reln

2 







 x

x

f Gc


                                                        (1.13) 

όπνπ G(lnRex) είλαη μαλά ε ζπλάξηεζε πνπ αλαθέξζεθε ζηελ εμίζσζε 

(1.12). Η πνζόηεηα θ=0.41 νλνκάδεηαη ζηαζεξά Karman θαη έρεη 

ζεκειηώδε ζεκαζία γηα ηα ηπξβώδε νξηαθά ζηξώκαηα. Δίλαη κία 

παγθόζκηα ζηαζεξά. Από ηελ εμίζσζε (1.13), ν ζπληειεζηήο επηδεξκηθήο 

ηξηβήο γηα ηπξβώδε νξηαθά ζηξώκαηα πάλσ από πιάθα κεηώλεηαη θαζώο 

απμάλεηαη ν αξηζκόο Reynolds, αιιά απηό γίλεηαη εμαηξεηηθά αξγά, πην 

αξγά από νπνηαδήπνηε κηθξή αξλεηηθή δύλακε ηνπ αξηζκνύ Reynolds. 

Τπνζέηνληαο ηπξβώδεο νξηαθό ζηξώκα από ην κπξνζηηλό άθξν ηεο 

πιάθαο θαη κεηά, ε νινθιήξσζε ηνπ ζπληειεζηή επηδεξκηθήο ηξηβήο ζε 

όιν ην κήθνο ηεο πιάθαο, l, δίλεη ην ζπληειεζηή νπηζζέιθνπζαο γηα κία 

πιάθα πνπ βξέρεηαη από ηε κία πιεπξά. 

   
2

Reln
Reln

2 







 GcD


                                                            (1.14) 
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όπνπ ν αξηζκόο Reynolds, Re ζρεκαηίδεηαη ηώξα από ην κήθνο l ηεο 

πιάθαο. Ο ζπληειεζηήο νπηζζέιθνπζαο κεηώλεηαη επίζεο εμαηξεηηθά 

αξγά θαζώο απμάλεηαη ν αξηζκόο Reynolds. Πξέπεη λα ζεκεησζεί όηη νη 

ζπλαξηήζεηο G ζηηο εμηζώζεηο (1.130 θαη (1.14) είλαη δηαθνξεηηθέο. 

 

Ηξώδερ Τπόζηπωμα 

Σα ηπξβώδε νξηαθά ζηξώκαηα έρνπλ ηελ εμήο ηδηνξξπζκία. ηα ζηξσηά 

νξηαθά ζηξώκαηα, ην νξηαθό ζηξώκα είλαη ε πεξηνρή ηνπ πεδίνπ ξνήο 

πνπ επεξεάδεηαη από ην ημώδεο. Απηό δελ ζπκβαίλεη ζηα ηπξβώδε νξηαθά 

ζηξώκαηα. Σν νιηθό πεδίν ξνήο ώξα ρσξίδεηαη ζηελ εμσηεξηθή ξνή πνπ 

δελ παξνπζηάδεη ηύξβε θαη ηελ ηπξβώδε ξνή πνπ ραξαθηεξίδεηαη από 

θίλεζε κε ηπραίεο δηαθπκάλζεηο, κέζα ζην νξηαθό ζηξώκα. Δπεηδή 

θαηλνκεληθέο δπλάκεηο ηξηβήο ελεξγνύλ κέζα ζην ηπξβώδεο νξηαθό 

ζηξώκα, ην ηπξβώδεο νξηαθό ζηξώκα νλνκάδεηαη θαη ζηξώκα ηξηβήο. 

Μέζα ζην ηπξβώδεο ζηξώκα ηξηβήο, ε επίδξαζε ηνπ ημώδνπο 

πεξηνξίδεηαη ζε έλα ζηξώκα πνιύ θνληά ζην ηνίρσκα ην νπνίν είλαη πην 

ιεπηό από ην νξηαθό ζηξώκα. Απηό νλνκάδεηαη ημώδεο ππόζηξσκα ή 

ημώδεο ζηξώκα ηνηρώκαηνο. Δπνκέλσο, ην ηπξβώδεο νξηαθό ζηξώκα έρεη 

κία δηζηξσκαηηθή δνκή. Σν κεγαιύηεξν κέξνο είλαη έλα ζηξώκα ηξηβήο 

κόλν εμαηηίαο ηεο θαηλνκεληθήο ηξηβήο πνπ νθείιεηαη ζηελ ηπξβώδε 

θίλεζε κε δηαθπκάλζεηο θαη δελ επεξεάδεηαη από ην ημώδεο. ην πνιύ 

ιεπηό ημώδεο ππόζηξσκα νη επηδξάζεηο ηνπ ημώδνπο νθείινληαη ζε 

πξαγκαηηθέο δπλάκεηο ηξηβήο.  

 Αλ θαη ε κεηάβαζε από ην έλα ζηξώκα ζην άιιν είλαη ζπλερήο, 

ζηελ πξάμε ρξεζηκνπνηείηαη ε έλλνηα ηνπ πάρνπο ηνπ ημώδνπο 

ππνζηξώκαηνο δπ, γηα ην νπνίν ηζρύεη ε ζρέζε: 

2
Re

50

f

x

cx


                                                                        (1.15) 

όπνπ ν ζπληειεζηήο επηδεξκηθήο ηξηβήο cf δίλεηαη από ηελ (1.13). Από 

απηήλ δπ~lnx απμάλεηαη πνιύ αξγά κε ηελ απόζηαζε από ην κπξνζηηλό 

άθξν. Δπίζεο κεηώλεηαη κε ηελ αύμεζε ηνπ αξηζκνύ Reynolds ζε κία 

ζπγθεθξηκέλε ζέζε x ζαλ δπ~lnRex/Rex. 
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Πίλαθαο 1.1 Πάρνο νξηαθνύ ζηξώκαηνο δ θαη πάρνο ημώδνπο 

ππνζηξώκαηνο δπ ζην ηέινο επίπεδεο πιάθαο ζε κεδεληθή γσλία 

πξόζπησζεο ζε ηπξβώδε ξνή ζύκθσλα κε ηηο εμηζώζεηο (1.12) θαη 

(1.15). k: κήθνο πιάθαο, U∞: ηαρύηεηα ειεπζέξνπ ξεύκαηνο, λ: 

θηλεκαηηθό ημώδεο [2] 

 

 

Ο ιόγνο ηνπ πάρνπο ηνπ ππνζηξώκαηνο δπ πξνο ην νιηθό πάρνο δ 

ππνινγίδεηαη από ηηο εμηζώζεηο (1.12) θαη (1.15). 

 
x

x

Re

Reln
680

2





                                                                    (1.16) 

Καζώο ν Rex απμάλεηαη, ην ηκήκα ηνπ νιηθνύ ζηξώκαηνο ηξηβήο πνπ 

απνηειεί ην ημώδεο ππόζηξσκα γίλεηαη όιν θαη κηθξόηεξν. Αξηζκεηηθά 

παξαδείγκαηα ηνπ απόιπηνπ πάρνπο ηνπ ππνζηξώκαηνο δίλνληαη ζηνλ 

πίλαθα 1.1. 
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2. ΔΞΗΩΔΗ ΟΡΗΑΚΟΤ ΣΡΩΜΑΣΟ Δ 

ΔΠΗΠΔΓΖ ΡΟΖ, ΟΡΗΑΚΟ ΣΡΩΜΑ ΠΛΑΚΑ 

 

2.1 ΚΑΣΑΚΔΤΑΕΟΝΣΑ ΣΗ ΔΞΗΩΔΗ ΣΟΤ ΟΡΗΑΚΟΤ 

ΣΡΩΜΑΣΟ 

  

ην θεθάιαην απηό ζα κειεηήζνπκε ξνέο κε πνιύ ρακειό ημώδεο ή 

πνιύ πςεινύο αξηζκνύο Reynolds. Πνιύ ζεκαληηθή ήηαλ ε ζπλεηζθνξά 

ηνπ L. Prandtl (1904) ζηε κειέηε ηεο θίλεζεο ησλ ξεπζηώλ. Ο Prandtl 

έδεημε ηνλ ηξόπν κε ηνλ νπνίν ην ημώδεο επηδξά ζηηο ξνέο κε πςεινύο 

αξηζκνύο Reynolds θαη πσο νη δηαθνξηθέο εμηζώζεηο Navier-Stokes 

κπνξνύλ λα απινπνηεζνύλ θαη λα δώζνπλ πξνζεγγηζηηθέο ιύζεηο γηα 

απηήλ ηελ νξηαθή πεξίπησζε. ηε ζπλέρεηα ζα δνύκε ηηο απινπνηήζεηο 

ησλ εμηζώζεσλ Navier-Stokes ζηελ πεξίπησζε πνιύ ρακειώλ δπλάκεσλ 

ηξηβήο θπξίσο από ηελ πιεπξά ηεο θπζηθήο εξκελείαο.  

 Γηα απιόηεηα ζα ζεσξήζνπκε ηελ επίπεδε ξνή ελόο ξεπζηνύ κε 

πνιύ ρακειό ημώδεο πέξα από έλα ιεπηό θπιηλδξηθό ζώκα (ζρήκα 2.1).  

Οη ηαρύηεηεο είλαη ηεο ηάμεο κεγέζνπο ηεο ηαρύηεηαο ηνπ ειεπζέξνπ 

ξεύκαηνο V εθηόο από πνιύ θνληά ζηελ επηθάλεηα ηνπ ζώκαηνο. Καη ε 

εηθόλα ησλ ξντθώλ γξακκώλ θαη ε θαηαλνκή ηεο ηαρύηεηαο είλαη ζρεδόλ 

ηαπηόζεκεο κε ηελ πεξίπησζε ηεο αλημώδνπο ξνήο (αζηξόβηιε ξνή). 

Πεξηζζόηεξν αθξηβείο κειέηεο σζηόζν έρνπλ δείμεη όηη ην ξεπζηό πάλσ 

ζηελ επηθάλεηα δελ είλαη αθίλεην θαηά κήθνο ηνπ ηνηρώκαηνο, όπσο ζηελ 

πεξίπησζε ηεο αζηξόβηιεο ξνήο, αιιά πξνζθνιιάηαη ζε απηό. Τπάξρεη 

κία κεηάβαζε από ηε κεδεληθή ηαρύηεηα πάλσ ζην ηνίρσκα ζηε κέγηζηε 

ηαρύηεηα ζε θάπνηα απόζηαζε από ην ηνίρσκα. Απηή ε κεηάβαζε 

ιακβάλεη ρώξα ζε έλα πνιύ ιεπηό ζηξώκα πνπ νλνκάδεηαη νξηαθό 

ζηξώκα ή ζηξώκα ηξηβήο. Πξέπεη λα μερσξίζνπκε απηέο ηηο δύν 

πεξηνρέο, κεηαμύ ησλ νπνίσλ δελ ππάξρεη δηαθξηηό όξην. 
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1. Έλα πνιύ ιεπηό ζηξώκα δίπια ζην ζώκα όπνπ ε θιίζε ηεο 

ηαρύηεηαο θάζεηα ζην ηνίρσκα 
y

u




 είλαη πνιύ κεγάιε (νξηαθό 

ζηξώκα). Έλα πνιύ ρακειό ημώδεο κ κπνξεί λα παίμεη έλα 

ζεκαληηθό ξόιν εδώ αθνύ ε ημώδεο δηαηκεηηθή ηάζε 
y

u




   

κπνξεί λα πάξεη ζεκαληηθέο ηηκέο. 

2. Η ππόινηπε πεξηνρή έμσ από απηό ην ζηξώκα. Δδώ δελ ππάξρνπλ 

κεγάιεο θιίζεηο ηαρύηεηαο, έηζη ε δξάζε ηνπ ημώδνπο είλαη 

αζήκαληε. ε απηήλ ηελ πεξηνρή ε ξνή είλαη άηξηβε θαη 

αζηξόβηιε. 

 

 

ρήκα 2.1 Ρνή ζην νξηαθό ζηξώκα θαηά κήθνο ηνπ ηνηρώκαηνο [2]. 

 

Μπνξνύκε λα πνύκε όηη ην νξηαθό ζηξώκα είλαη ιεπηόηεξν όζν 

κηθξόηεξν είλαη ην ημώδεο, ή πην γεληθά, όζν κεγαιύηεξνο είλαη ν αξηζκόο 

Reynolds. Έρεη δερζεί όηη γηα θάπνηεο αθξηβείο ιύζεηο ησλ εμηζώζεσλ 

Navier-Stokes ην πάρνο ηνπ νξηαθνύ ζηξώκαηνο είλαη αλάινγν ηεο 

ηεηξαγσληθήο ξίδαο ηνπ θηλεκαηηθνύ ημώδνπο:  

 ~  
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ηηο απινπνηήζεηο ησλ εμηζώζεσλ Navier-Stokes παξαθάησ, ζα 

γίλεη ε ππόζεζε όηη ην πάρνο ηνπ νξηαθνύ ζηξώκαηνο είλαη πνιύ κηθξό 

ζπγθξηλόκελν κε ηελ αθόκε κε-θαζνξηζκέλε γξακκηθή δηάζηαζε ηνπ 

ζώκαηνο l: 

δ << l 

Έηζη νη ιύζεηο ησλ εμηζώζεσλ ηνπ νξηαθνύ ζηξώκαηνο έρνπλ έλαλ 

αζπκπησηηθό ραξαθηήξα γηα πςεινύο αξηζκνύο Reynolds. 

 Αλ ρξεζηκνπνηήζνπκε ηελ ηαρύηεηα ηνπ ειεπζέξνπ ξεύκαηνο V 

θαη κία ραξαθηεξηζηηθή δηάζηαζε ηνπ ζώκαηνο l σο ηηκέο αλαθνξάο, ε 

ζρέζε  ~  νδεγεί ζηε δηαζηαηηθά ζσζηή αλαπαξάζηαζε: 

Re

1
~

l


      κε 



Vl
Re  

Γειαδή, ην πάρνο ηνπ νξηαθνύ ζηξώκαηνο ηείλεη ζην κεδέλ θαζώο 

απμάλεηαη ν αξηζκόο Reynolds. 

 Θέινπκε λα δνύκε πσο απινπνηνύληαη νη εμηζώζεη Navier-Stokes 

αλ θαζνξηζζνύλ κόλν νη αζπκπησηηθέο ιύζεηο γηα πςεινύο αξηζκνύο 

Reynolds. Αληί λα ιύζνπκε πξώηα ηηο εμηζώζεηο Navier-Stokes θαη ζηε 

ζπλέρεηα λα θαζνξίζνπκε ηελ αζπκπησηηθή ιύζε γηα Re→∞, ε 

αζπκπησηηθή ιύζε ζα δηαπηζησζεί άκεζα από ηηο αληίζηνηρα 

απινπνηεκέλεο δηαθνξηθέο εμηζώζεηο. Αο ζεσξήζνπκε πξώηα ην 

δηδηάζηαην πξόβιεκα ηνπ ζρήκαηνο 2.1 ππνζέηνληαο όηη ην ηνίρσκα είλαη 

επίπεδν. Έζησ όηη ν άμνλαο x είλαη θαηά κήθνο ηνπ ηνηρώκαηνο θαη ν 

άμνλαο y είλαη θάζεηνο ζε απηό. Θέινπκε λα γξάςνπκε ηελ εμίζσζε 

ζπλέρεηα θαη ηηο εμηζώζεηο Navier-Stokes ζε αδηάζηαηε κνξθή. Όια ηα 

κήθε ζα θαλνληθνπνηεζνύλ κε ην ραξαθηεξηζηηθό κήθνο l θαη όιεο νη 

ηαρύηεηεο κε ηελ ηαρύηεηα ηνπ ειεπζέξνπ ξεύκαηνο V. Η πίεζε γίλεηαη 

αδηάζηαηε κε ηελ πνζόηεηα ξV
2
 θαη ν ρξόλνο κε ηελ πνζόηεηα l/V. 

Δπηπιένλ, ν αξηζκόο Reynolds, γηα ηνλ νπνίν έρεη ππνηεζεί όηη έρεη πνιύ 

κεγάιε ηηκή, είλαη: 

 


 VlVl
Re                                                                            (2.2) 

Έηζη, νη εμηζώζεηο ζε αδηάζηαηε κνξθή είλαη: 
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Δμίζσζε νξκήο ζηε δηεύζπλζε x: 






































2

2

2

2

*

*

*

*

Re

1

*

*

*

*
*

*

*
*

*

*

y

u

x

u

x

p

y

u
v

x

u
u

t

u
                  (2.3) 

             1       1   1      δ*   1/δ*               δ*
2
    1          1/δ*

2
 

Δμίζσζε νξκήο ζηε δηεύζπλζε y: 






































2

2

2

2

*

*

*

*

Re

1

*

*

*

*
*

*

*
*

*

*

y

v

x

v

y

p

y

v
v

x

v
u

t

v
                  (2.4) 

            δ*     1   δ*      δ*   1                 δ*
2
    δ*      1/δ* 

Δμίζσζε ζπλέρεηαο: 

0
*

*

*

*











y

v

x

u
                                                                             (2.5) 

1 1 

Αλ πάξνπκε ην όξην Re→∞ ζηηο (2.3) θαη (2.4), απηέο νη εμηζώζεηο 

αλάγνληαη ζε εθείλεο γηα ηελ αλημώδε ξνή θαη ζηελ πεξίπησζε ελόο 

νκνηόκνξθνπ ειεύζεξνπ ξεύκαηνο πεξηγξάθνπλ κηα αζηξόβηιε ξνή. 

Απηέο ζα κπνξνύζαλ λα είλαη νη αζπκπησηηθέο ιύζεηο όπνπ δελ ππάξρεη 

ε ζπλζήθε κε-νιίζζεζεο, ε νπνία εθηόο από θάπνηεο εηδηθέο 

πεξηπηώζεηο, δελ ηθαλνπνηείηαη από αζηξόβηιεο ξνέο.  

 Οη επηζπκεηέο αζπκπησηηθέο ιύζεηο νη νπνίεο ζα ηθαλνπνηνύλ θαη 

ηελ ζπλζήθε κε-νιίζζεζεο ζα δηαθέξνπλ επνκέλσο από ηηο ιύζεηο 

αζηξόβηιεο ξνήο πάλσ θαη θνληά ζην ηνίρσκα. Δπνκέλσο πξέπεη λα 

ηζρύνπλ δηαθνξεηηθέο εμηζώζεηο από εθείλεο γηα ηελ αλημώδε ξνή ζην 

νξηαθό ζηξώκα θνληά ζην ηνίρσκα. Αθνύ νη δπλάκεηο ηξηβήο παίδνπλ 

ζεκαληηθό ξόιν ζε απηό ην ζηξώκα, νη όξνη ηξηβήο ζηηο εμηζώζεηο πνπ 

πεξηγξάθνπλ ηε ξνή δελ πξέπεη λα αγλνεζνύλ όινη. Η απινπνίεζε ησλ 

εμηζώζεσλ Navier-Stokes πξέπεη λα πξαγκαηνπνηεζεί κε βάζε απηήλ ηελ 

ηδέα. Καηαξρήλ πξέπεη λα εθηηκεζεί ε ηάμε κεγέζνπο θάζε όξνπ ζε απηέο 

ηηο εμηζώζεηο. Σν κήθνο x* θαη ε ηαρύηεηα u* έρνπλ ηάμε κεγέζνπο Ο(1). 

Ωζηόζν ην κήθνο y* έρεη ηελ ηάμε κεγέζνπο ηνπ πάρνπο ηνπ νξηαθνύ 

ζηξώκαηνο Ο(δ*). Αθνύ γηα Re→∞, δειαδή δ*→0 (εμίζσζε 2.1), ε 

εμίζσζε ζπλέρεηαο δελ ζα γίλεη εθθπιηζκέλε, ζπλεπάγεηαη όηη v*=Ο(δ*). 
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Οη ηάμεηο κεγέζνπο ησλ δηαθόξσλ όξσλ ησλ εμηζώζεσλ (2.3) έσο (2.5) 

έρνπλ γξαθηεί θάησ από θάζε εμίζσζε. Θα ππνζέζνπκε όηη νη ηνπηθέο 

επηηαρύλζεηο (π.ρ. 
*

*

t

u




) είλαη ηεο ίδηαο ηάμεο κεγέζνπο κε ηηο ζπλεθηηθέο 

επηηαρύλζεηο (π.ρ. 
*

*
*

x

u
u




). Απηό ζεκαίλεη όηη δελ ππάξρνπλ απόηνκεο 

επηηαρύλζεηο, όπσο ζα κπνξνύζε λα ζπκβεί ζηελ πεξίπησζε π.ρ. ηζρπξώλ 

θπκάησλ πίεζεο. Με ζθνπό ηνπιάρηζηνλ έλαο όξνο ηξηβήο λα παξακέλεη 

ζηελ εμίζσζε νξκήο ζηε x δηεύζπλζε, ν παξάγνληαο 1/Re πξέπεη λα είλαη 

ηεο ηάμεο κεγέζνπο Ο(δ*
2
). Απηό είλαη ην γλσζηό από αιινύ απνηέιεζκα 

Re

1
~* . 

Αθνύ ε ηεηαγκέλε y*=Ο(δ*) παίξλεη πνιύ κηθξέο ηηκέο ζην νξηαθό 

ζηξώκα γηα δ*→0, δελ είλαη θαηάιιειε γηα ηελ πεξηγξαθή ηεο ξνήο ζην 

νξηαθό ζηξώκα. Δπνκέλσο ε ζπληεηαγκέλε y*=Ο(δ*) θαη ε αληίζηνηρε 

ζπληζηώζα ηεο ηαρύηεηαο v*=Ο(δ*) κεηαζρεκαηίδνληαη κε ρξήζε ηνπ 

κεηαζρεκαηηζκνύ νξηαθνύ ζηξώκαηνο σο εμήο: 

*

*
~Re*


y
yy  ,     Re*vv                                               (2.6) 

Οη λέεο κεηαβιεηέο y  θαη v  είλαη, όπσο νη x* θαη u*, ηεο ηάμεο κεγέζνπο 

Ο(1). Αλ εηζάγνπκε ηηο κεηαβιεηέο y  θαη v  ζηηο εμηζώζεηο (2.3) έσο 

(2.5) θαη πάξνπκε ην όξην Re→∞, παίξλνπκε ηηο εμηζώζεηο νξηαθνύ 

ζηξώκαηνο Prandtl: 

 0
*

*











y

v

x

u
                                                                               (2.7) 

 2

2 *

*

**

*

*
*

*

*

y

u

x

p

y

u
v

x

u
u

t

u
























                                         (2.8) 

 
y

p






*
0                                                                                      (2.9) 

Από ηελ (2.6), νη πνζόηεηεο y* θαη v* έρνπλ εθηαζεί θαηά κία δύλακε 

ηνπ αξηζκνύ Reynolds. Ο εθζέηεο ½, δειαδή ε ηεηξαγσληθή ξίδα ηνπ 
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αξηζκνύ Reynolds, έρεη επηιεγεί έηζη ώζηε ζρεκαηίδνληαο ην όξην αθήλεη 

ηνπιάρηζηνλ έλαλ όξν ηξηβήο 2

2 *

y

u




. 

Οη απινπνηήζεηο ζηηο εμηζώζεηο πνπ ζρεκαηίζηεθαλ αθνύ πήξακε ην 

όξην είλαη ζεκαληηθέο ζε ζύγθξηζε κε ηηο εμηζώζεηο Navier-Stokes. Η 

δξαζηηθή κείσζε όξσλ ζηελ εμίζσζε νξκήο ζηε δηεύζπλζε y (εμίζσζε 

2.9) ζπλεπάγεηαη όηη ε πίεζε είλαη αλεμάξηεηε ηνπ y  θαη άξα είλαη 

ζηαζεξή θαηά κήθνο ηεο δηαηνκήο ζην νξηαθό ζηξώκα. Δπνκέλσο κπνξεί 

λα βξεζεί από ηελ πίεζε ζην άθξν ηνπ νξηαθνύ ζηξώκαηνο πνπ 

ππνινγίδεηαη από ηελ αλημώδε ξνή. Δίλαη ζαλ ε πίεζε λα αζθείηαη πάλσ 

ζην νξηαθό ζηξώκα από ηελ εμσηεξηθή ξνή. Η πίεζε κπνξεί λα ζεσξεζεί 

ζαλ κηα γλσζηή ζπλάξηεζε ζην νξηαθό ζηξώκα πνπ εμαξηάηαη κόλν από 

ηε ζπληεηαγκέλε κήθνπο x* θαη ην ρξόλν t*. Ο αξηζκόο ησλ αγλώζησλ 

έρεη κεησζεί θαηά έλα. Αληί γηα ηηο ηξεηο ζπλαξηήζεηο u*, v*, p* ηώξα 

κόλν νη ζπλαξηήζεηο u*, v  πξέπεη λα ππνινγηζζνύλ. ην εμσηεξηθό άθξν 

ηεο ξνήο ηνπ νξηαθνύ ζηξώκαηνο, ε δηακήθεο ηαρύηεηα u* πεξλάεη ζηελ 

ηαρύηεηα ηεο εμσηεξηθήο ξνήο U*(x*,t*). Αθνύ νη θιίζεηο ηαρπηήησλ 

y

u



 *
θαη 2

2 *

y

u




 κεδελίδνληαη εθεί.  

Η (2.8) αλάγεηαη ζηελ: 

*

*

*

*
*

*

*

x

p

x

U
U

t

U














                                                            (2.10) 

Αλ ηε ρξεζηκνπνηήζνπκε γηα λα εμαθαλίζνπκε ηελ θιίζε ηεο πίεζεο ζηε 

(2.8), ηόηε ε (2.9) δελ ρξεηάδεηαη πηα. Δμάγνπκε δύν εμηζώζεηο γηα ηηο δύν 

επηζπκεηέο ζπλαξηήζεηο  *,*,* tyxu  θαη  *,*, tyxv  ζην νξηαθό ζηξώκα: 

2

2 *

*

*
*

*

**

*

*
*

*

*

y

u

x

U
U

t

U

y

u
v

x

u
u

t

u





























                      (2.11) 

θαη 

0
*

*











y

v

x

u
                                                                             (2.12) 

Με ηηο ζπλνξηαθέο ζπλζήθεο: 
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0y :        u*=0,    0v  

y :      u*=U*(x*,t*)                                                                     (2.13) 

Ο ζθνπόο ηεο ζεσξίαο ηνπ νξηαθνύ ζηξώκαηνο (γηα επίπεδεο αζπκπίεζηεο 

ξνέο) είλαη ε επίιπζε ηνπ ζπζηήκαηνο (2.11) έσο (2.13) γηα κία δεδνκέλε 

θαηαλνκή ηαρπηήησλ εμσηεξηθήο ξνήο U*(x*,t*). 

Γηα ξνή κόληκεο θαηάζηαζεο ην ζύζηεκα γίλεηαη: 

2

2 *

*

**

*

*
*

y

u

dx

dp

y

u
v

x

u
u














                                                  (2.14) 

0
*

*











y

v

x

u
                                                                             (2.15) 

0y :        u*=0,    0v  

y :      u*=U*(x*)                                                                         (2.16) 

Υξεζηκνπνηώληαο ηε ζρέζε 
*

*
*

*

*

dx

dU
U

dx

dp
 , ε θιίζε ηεο πίεζεο κπνξεί 

μαλά λα εμαιεηθζεί.  

Δθηόο από ηε κείσζε ηνπ αξηζκνύ ησλ εμηζώζεσλ, ππάξρεη κία αθόκε 

απινπνίεζε ζηελ εμίζσζε νξκήο ζηε δηακήθε δηεύζπλζε. Έλαο όξνο πνπ 

ππάξρεη ζηελ (2.3) δελ ππάξρεη ζηε (2.14). Οη καζεκαηηθέο ζπλέπεηεο 

απηνύ είλαη εθηεηακέλεο. Δλώ ην ζύζηεκα ησλ εμηζώζεσλ (2.3) έσο (2.5) 

είλαη ειιεηπηηθό, ην ζύζηεκα ησλ (2.14) έσο (2.16) είλαη παξαβνιηθό. 

Απηό έρεη ηελ ειθπζηηθή ηδηόηεηα όηη νη επηδξάζεηο ηεο ζπλάξηεζεο 

U*(x*) ζηηο ζπλαξηήζεηο-ιύζεηο  yxu *,* ,  yxv *,  κπνξνύλ λα είλαη κόλν 

θαηάληε. Δπνκέλσο όηαλ δύν ζπλαξηήζεηο U*(x*) είλαη ίδηεο έσο έλα 

ζεκείν x0* θαη δηαθέξνπλ κόλν γηα x*>x0*, ηόηε νη ιύζεηο ηνπο είλαη 

επίζεο ηαπηόζεκεο γηα ** 0xx  . 

 Η αξηζκεηηθή επίιπζε ηνπ ζπζηήκαηνο (2.14) έσο (2.16) εμαηηίαο 

ηνπ παξαβνιηθνύ ηύπνπ κπνξεί λα πξαγκαηνπνηεζεί ρξεζηκνπνηώληαο 

κία δηαδηθαζία πνξείαο (marching procedure). 

 Δίλαη θαλεξό από ηελ παξαγσγή ησλ εμηζώζεσλ Prandtl γηα ην 

νξηαθό ζηξώκα όηη θαη νη εμηζώζεηο θαη νη ιύζεηο ηνπο είλαη αλεμάξηεηεο 

ηνπ αξηζκνύ Reynolds. Μόλν όηαλ ν κεηαζρεκαηηζκόο νξηαθνύ 
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ζηξώκαηνο ζηελ (2.6) αληηζηξέθεηαη, ηόηε ε εμάξηεζε ησλ ηαρπηήησλ 

)Re**,(* 1 yxfu  , )Re**,(Re* 2 yxfv   από ηνλ αξηζκό Reynolds 

εκθαλίδεηαη. Μόλν έλαο ππνινγηζκόο, έγθπξνο γηα όινπο ηνπο πςεινύο 

αξηζκνύο Reynolds, ρξεηάδεηαη λα εθηειεζηεί.  

 

 

 

2.2 ΣΡΗΒΖ ΣΟΗΥΩΜΑΣΟ, ΓΗΑΥΩΡΗΜΟ ΚΑΗ ΜΔΣΑΣΟΠΗΖ 

 

 Η επίιπζε ησλ εμηζώζεσλ νξηαθνύ ζηξώκαηνο ζπρλά 

ρξεζηκνπνηείηαη γηα ηνλ θαζνξηζκό ησλ ηερληθά ζεκαληηθώλ πνζνηήησλ: 

δηαηκεηηθή ηάζε ηνηρώκαηνο θαη πάρνο κεηαηόπηζεο. ηε ζπλέρεηα ζα 

αζρνιεζνύκε κε ηηο δύν απηέο πνζόηεηεο. 

ςνηελεζηήρ επιδεπμικήρ ηπιβήρ 

Γηα ηελ αδηάζηαηε δηαηκεηηθή ηάζε ηνηρώκαηνο εηζάγνπκε ηνλ 

ζπληειεζηή επηδεξκηθήο ηξηβήο. 

 

 
 

2

2

*
*

V

x
xc w

f 


                                                                        (2.17) 

Από ηηο ιύζεηο ηνπ νξηαθνύ ζηξώκαηνο γίλεηαη: 

 

 
w

w
f

y

u

V

y

u
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*

Re

2
2

*
2



                                           (2.18) 

 

Δπνκέλσο ν ζπληειεζηήο επηδεξκηθήο ηξηβήο θαζνξίδεηαη από ηελ θιίζε 

ηεο ηαρύηεηαο ζην ηνίρσκα ( 0y ). Ο ζπληειεζηήο επηδεξκηθήο ηξηβήο 

γηα όια ηα ζηξσηά νξηαθά ζηξώκαηα ηείλεη ζην κεδέλ ζαλ 
Re

1
 θαζώο ν 

αξηζκόο Reynolds απμάλεηαη. Μία εμαίξεζε είλαη ην wall jet. 

 

 

 



23 
 

 
 

ρήκα 2.2 Γηαρσξηζκόο ηνπ νξηαθνύ ζηξώκαηνο [2]. 

(a) Ρνή πέξα από έλα ζώκα κε δηαρσξηζκό (S=ζεκείν 

δηαρσξηζκνύ) 

(b) Ρντθέο γξακκέο θνληά ζην ζεκείν δηαρσξηζκνύ 

(c) Καηαλνκέο ηαρπηήησλ θνληά ζην ζεκείν δηαρσξηζκνύ 

(PI=ζεκείν θιίζεο)  

 

ημείο διασωπιζμού 

Μία πεξίπησζε εηδηθήο ζεκαζίαο είλαη όηαλ ν ζπληειεζηήο επηδεξκηθήο 

ηξηβήο πξνζεγγίδεη ηελ ηηκή κεδέλ. Σν ζεκείν ζην νπνίν ε δηαηκεηηθή 

ηάζε ηνπ ηνηρώκαηνο κεδελίδεηαη νλνκάδεηαη ζεκείν δηαρσξηζκνύ. Θα 

δεηρζεί όηη ν δηαρσξηζκόο ζπκβαίλεη ζηελ πεξηνρή όπνπ ε πίεζε 

απμάλεηαη (δπζκελήο θιίζε πίεζεο). Δλώ κηα αύμεζε πίεζεο αληηζηνηρεί 

ζε πηώζε ηεο θηλεηηθήο ελέξγεηαο ζηελ εμσηεξηθή ξνή, κέζα ζην νξηαθό 

ζηξώκα ην ξεπζηό πνπ επηβξαδύλεηαη από ηελ ηξηβή, εμαηηίαο ηεο 

ρακεισκέλεο θηλεηηθήο ηνπ ελέξγεηαο δελ κπνξεί λα θηλεζεί πνιύ κέζα 

ζηελ πεξηνρή πςειήο πίεζεο. Δπνκέλσο, απνθιίλεη από ηελ πεξηνρή 

πςειήο πίεζεο δηαρσξηδόκελν από ην ζώκα θαη πεξλάεη θαηεπζείαλ ζηελ 

θύξηα ξνή (ζρήκα 2.2). Απηό νδεγεί ζε κία πεξίπησζε όπνπ ην ξεπζηό 

θνληά ζην ηνίρσκα, ην νπνίν αθνινπζεί ηελ θιίζε πίεζεο, ξέεη ζηελ 

αληίζεηε θαηεύζπλζε ζηελ εμσηεξηθή ξνή. Σν ζεκείν δηαρσξηζκνύ 

νξίδεηαη σο ην ζύλνξν κεηαμύ ησλ δύν θαηεπζύλζεσλ ξνήο ζην ζηξώκα 

θνληά ζην ηνίρσκα, δειαδή: 

 

0
0














y
y

u
     (ζεκείν δηαρσξηζκνύ)                                       (2.19) 
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Από ηελ παξαγσγή ησλ εμηζώζεσλ ηνπ νξηαθνύ ζηξώκαηνο ζπλεπάγεηαη 

όηη ε ζέζε ηνπ ζεκείνπ δηαρσξηζκνύ είλαη αλεμάξηεηε ηνπ αξηζκνύ 

Reynolds. 

 

Μεηαηόπιζη 

Αλ ζεσξήζνπκε ηηο ζπλνξηαθέο ζπλζήθεο ζηελ (2.13) θαη ζηελ (2.16) 

βιέπνπκε όηη ζηελ εμσηεξηθή αθκή ηνπ νξηαθνύ ζηξώκαηνο, ε 

ζπληζηώζα ηεο ηαρύηεηαο u* πεξλάεη ζηελ ηηκή ηεο εμσηεξηθήο ξνήο U*. 

Ωζηόζν δελ ππάξρεη αληίζηνηρε ζπλζήθε γηα ηε ζπληζηώζα v*. ηελ 

πξαγκαηηθόηεηα ε ζπληζηώζα v* δελ κεηαηξέπεηαη ζηελ αληίζηνηρε 

ζπληζηώζα V* ηεο εμσηεξηθήο ξνήο θαη παξακέλεη κία πεπεξαζκέλε 

δηαθνξά κεηαμύ ησλ δύν πνζνηήησλ. Θα ππνινγίζνπκε απηή ηε δηαθνξά. 

Οη ζπληζηώζεο ηεο ηαρύηεηαο ζηελ εμσηεξηθή ξνή, πνπ ζε αδηάζηαηε 

κνξθή δειώλνληαη σο U*(x*,y*) θαη V*(x*,y*), ηθαλνπνηνύλ ηελ 

εμίζσζε ζπλέρεηαο: 

 

0
*

*

*

*











y

V

x

U
                                                                        (2.20) 

 

Σν αλάπηπγκα Taylor ησλ ζπληζησζώλ ηεο ηαρύηεηαο U*(x*,y*) γηα 

κηθξέο αδηάζηαηεο απνζηάζεηο από ην ηνίρσκα y* είλαη: 

 

    ...
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          (2.21) 

 

Αλ ην πεδίν ηαρπηήησλ ηεο εμσηεξηθήο ξνήο ππόθεηηαη επίζεο ζηνλ 

κεηαζρεκαηηζκό ηνπ νξηαθνύ ζηξώκαηνο ζηελ (2.6): 

 

Re*yy  , Re*VV                                                        (2.22) 

 

πλεπάγεηαη όηη: 

0
*

*











y

V

x

U
                                                                          (2.23) 
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                          (2.24) 
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Αθαηξώληαο ηηο δύν εμηζώζεηο ζπλέρεηαο (2.15) θαη (2.23) παίξλνπκε: 

 

*

*

*

*

x

u

x

U

y

V

y

v



















 

 

θαη νινθιεξώλνληαο ζε όιν ην πάρνο ηνπ νξηαθνύ ζηξώκαηνο (θαη 

ρξεζηκνπνηώληαο ηηο ζρέζεηο     00*,0*,  xVxv ): 

 

       ydyxuxV
dx

d
Vv

y 





0

*,*0*,*
*

lim                                    (2.25) 

ηε ζρέζε απηή έρεη γίλεη ελαιιαγή ηεο νινθιήξσζεο θαη ηεο 

παξαγώγηζεο ζην δεμηό κέινο θαη, επεηδή Re→∞, ρξεζηκνπνηήζεθε ε 

(2.24) γηα λα αληηθαηαζηαζεί ην  yxU *,*  κε  0*,* xU . Η εμίζσζε (2.24) 

πξνζθέξεη επίζεο ηε δηθαηνιόγεζε γηα ηηο ζπλαξηήζεηο  *,0*,* txU  θαη 

 0*,* xU  ζηηο ζπλνξηαθέο ζπλζήθεο (2.13) θαη (2.15) αληίζηνηρα. Σν 

νξηαθό ζηξώκα είλαη ηόζν ιεπηό ώζηε ζε αζπκπησηηθή πξνζέγγηζε ε 

 **,* txU  δελ αιιάδεη. Απηό είλαη κεξηθώο ζσζηό ζε επίπεδα ηνηρώκαηα 

όπνπ, αθνύ ε ξνή είλαη αζηξόβηιε 0
*

*

*

*











y

U

x

V
 θαη ε πνζόηεηα 

w
y

U













*

*
 κεδελίδεηαη. 

 Αθνύ ην νινθιήξσκα ζηελ (2.25) είλαη ζεηηθό θαη απμάλεηαη κε ην 

x*, ζηελ αθκή ηνπ νξηαθνύ ζηξώκαηνο έρνπκε Vv  . Η δηαθνξά 

νλνκάδεηαη ηαρύηεηα κεηαηόπηζεο. Σν νξηαθό ζηξώκα πξνθαιεί κηα 

κεηαηόπηζε ζηελ εμσηεξηθή ξνή, αιιά ζηελ πεξίπησζε ησλ κεγάισλ 

αξηζκώλ Reynolds, απηή είλαη πνιύ κηθξή θαη κπνξεί λα αγλνεζεί ζην 

πιαίζην ηεο ζεσξίαο νξηαθνύ ζηξώκαηνο ηνπ Prandtl. Η ιύζε γηα ην 

νξηαθό ζηξώκα κπνξεί λα βειηησζεί κε κία ζεσξία νξηαθνύ ζηξώκαηνο 

πςειόηεξεο ηάμεο, όπνπ ε εμσηεξηθή ξνή ηξνπνπνηείηαη ζαλ απνηέιεζκα 

ηεο ηαρύηεηαο κεηαηόπηζεο.  

 Όπσο θαη κε ηελ κεηαηόπηζε, ππάξρεη επίζεο έλα δεύηεξν 

θαηλόκελν δεπηέξαο ηάμεσο πνπ νλνκάδεηαη θακππιόηεηα ηνηρώκαηνο. Η 

θακππιόηεηα ηνηρώκαηνο δελ έρεη επίδξαζε ζηηο εμηζώζεηο νξηαθνύ 

ζηξώκαηνο ηνπ Prandtl όζν ε αθηίλα θακππιόηεηαο είλαη ηεο ηάμεο 

κεγέζνπο ηνπ κήθνπο αλαθνξάο l, θαη ζπλεπώο πνιύ κεγαιύηεξε από ην 

«πάρνο ηνπ νξηαθνύ ζηξώκαηνο» δ. Δπνκέλσο, ξνέο νη νπνίεο έρνπλ 



26 
 

ζπγθξηηηθά αηρκεξέο γσλίεο εμαηξνύληαη. Αθνύ ε θακππιόηεηα 

ηνηρώκαηνο δελ έρεη επίδξαζε, ην ζύζηεκα ζπληεηαγκέλσλ yx*, κπνξεί 

λα ζεσξεζεί όηη είλαη έλα «θακππισκέλν» Καξηεζηαλό ζύζηεκα 

ζπληεηαγκέλσλ όπνπ ν άμνλαο x* αθνινπζεί ην πεξίγξακκα ηνπ 

ηνηρώκαηνο θαη ε y  δηεύζπλζε είλαη θάζεηε ζηελ ηνπηθή x* δηεύζπλζε. 

Δπνκέλσο ε γεσκεηξία ηνπ ππό κειέηε ζώκαηνο δελ εηζέξρεηαη ζηνλ 

ππνινγηζκό ηνπ νξηαθνύ ζηξώκαηνο θαη νη επηδξάζεηο ηεο γεσκεηξίαο 

θαίλνληαη κόλν κέζσ ηεο θαηαλνκήο ηαρύηεηαο  **,* txU  ή  ** xU  ζην 

ηνίρσκα ( 0y ).  

 

 

 

2.3 ΓΗΑΣΑΣΗΚΖ ΑΝΑΠΑΡΑΣΑΖ ΣΩΝ ΔΞΗΩΔΩΝ ΣΟΤ 

ΟΡΗΑΚΟΤ ΣΡΩΜΑΣΟ 

 

 Αλ θαη ε αδηάζηαηε αλαπαξάζηαζε είλαη αλαγθαία γηα κία 

καζεκαηηθά ζσζηή παξαγσγή ησλ εμηζώζεσλ ηνπ νξηαθνύ ζηξώκαηνο ζα 

αλαθαιέζνπκε ηνλ κεηαζρεκαηηζκό ηνπ νξηαθνύ ζηξώκαηνο θαη ζα 

ρξεζηκνπνηήζνπκε μαλά ηε δηαζηαηηθή αλαπαξάζηαζε ησλ εμηζώζεσλ 

ηνπ νξηαθνύ ζηξώκαηνο. Απηό κε ηελ πξώηε καηηά δελ θαίλεηαη ηδηαίηεξα 

ινγηθό. Η δηθαηνινγία καο είλαη όηη ζηε ζπλέρεηα ζα κειεηήζνπκε νξηαθά 

ζηξώκαηα πνπ αξρηθά είλαη ζηξσηά θαη ζηε ζπλέρεηα γίλνληαη ηπξβώδε. 

Αθνύ ν κεηαζρεκαηηζκόο ηνπ νξηαθνύ ζηξώκαηνο  δελ ιακβάλεη ππόςε 

ηπξβώδε νξηαθά ζηξώκαηα, ε δηαζηαηηθή αλαπαξάζηαζε  θαίλεηαη πην 

θαηάιιειε γηα ηελ πεξίπησζε πνπ έρνπκε θαη ηηο δύν κνξθέο ξνήο ζην 

νξηαθό ζηξώκα.  

Από ηηο (2.11) θαη (2.12) βξίζθνπκε όηη νη εμηζώζεηο ηνπ νξηαθνύ 

ζηξώκαηνο ζε δηαζηαηηθή κνξθή είλαη: 
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                                               (2.26) 

0









y

v

x

u
                                                                                (2.27) 

κε ηηο ζπλνξηαθέο ζπλζήθεο: 

 y=0:       u=0, v=0                                                                     (2.28) 
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 y→∞:     u=U(x,t)                 

ηελ εμσηεξηθή ξνή έρνπκε: 

 
x

p

x

U
U

t

U

















1
                                                                (2.29) 

Γηα κόληκεο ξνέο ην ζύζηεκα απηό ησλ εμηζώζεσλ απινπνηείηαη ζην: 
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                                                      (2.30) 

0









y

v

x

u
                                                                                (2.31) 

κε ζπλνξηαθέο ζπλζήθεο: 

  y=0:       u=0, v=0                                                                     (2.32) 

 y→∞:     u=U(x)              

θαη γηα ηελ εμσηεξηθή ξνή ηε ζρέζε: 

 
dx

dp

dx

dU
U



1
                                                                          (2.33) 

Αλ θαη ην θηλεκαηηθό ημώδεο εκθαλίδεηαη ξεηά ζην ζύζηεκα ησλ 

εμηζώζεσλ ζε απηήλ ηελ αλαπαξάζηαζε πξέπεη πάληα λα ηνλίδεηαη όηη, 

εμαηηίαο ηνπ κεηαζρεκαηηζκνύ ηνπ νξηαθνύ ζηξώκαηνο, ην λ δελ είλαη 

κηα πξαγκαηηθή παξάκεηξνο ηεο ιύζεο ηνπ νξηαθνύ ζηξώκαηνο.  

 Μία επηπιένλ απώιεηα θνκςόηεηαο ζηε δηαζηαηηθή αλαπαξάζηαζε 

είλαη ν ηξόπνο πνπ δειώλεηαη ε εμσηεξηθή αθκή ηνπ νξηαθνύ ζηξώκαηνο. 

Δλώ δειώλνληαο  Re
l

y
y  θάλεη θαιή αίζζεζε, αθνύ γηα ζηαζεξό 

y, ην y  ηείλεη ζην άπεηξν γηα Re→∞, απηό δελ ζπκβαίλεη πιένλ  γηα ην y. 

ηελ πξαγκαηηθόηεηα ην y είλαη κηα πνιύ κηθξή πνζόηεηα ζηελ άθξε ηνπ 

ζπλόξνπ. Παξά ην γεγνλόο απηό ζα ρξεζηκνπνηνύκε y→∞ εδώ, αθνύ δελ 

πξνθύπηεη πξόβιεκα ππό ηνλ όξν όηη έρνπκε ππόςε ηελ ζεκαζία απηήο 

ηεο αλαπαξάζηαζεο (όηη ην y είλαη αξθεηά κεγάιν ώζηε λα θαιύπηεη ηελ 

πεξηνρή ηνπ νξηαθνύ ζηξώκαηνο). 
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Γιαημηηική Σάζη Σοισώμαηορ 

Η δηαηκεηηθή ηάζε ηνπ ηνηρώκαηνο κπνξεί λα ππνινγηζηεί από ηε 

ζπλάξηεζε-ιύζε u(x,y) κε παξαγώγηζε σο εμήο: 

  
w

w
y

u
x 












                                                                           (2.34) 

 

ρήκα 2.3 Σν πάρνο κεηαηόπηζεο δ1 ηνπ νξηαθνύ ζηξώκαηνο [2]. 

 

Πάσορ Μεηαηόπιζηρ 

ε δηαζηαηηθή κνξθή ε (2.25) γίλεηαη: 

 
 
dx

Ud
Vv

y

1lim





                                                                     (2.35) 

όπνπ ην κήθνο 

 
 
 













0

1
,

,
1 dy

yxU

yxu
                                                                     (2.36) 

Ολνκάδεηαη κήθνο κεηαηόπηζεο αθνύ από ηε (2.35) θαίλεηαη όηη είλαη έλα 

κέηξν ηεο δξάζεο κεηαηόπηζεο. ην ζρήκα 2.3, ην δ1 δείρλεηαη 

γεσκεηξηθά. Αθνύ από ηε (2.36) θαη νη δύν ζθηαζκέλεο πεξηνρέο πξέπεη 

λα έρνπλ ην ίδην εκβαδόλ, ε νγθνκεηξηθή ξνή ζην νξηαθό ζηξώκα πνπ 
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δίλεηαη από ηελ θαηαλνκή u(x,y) είλαη ηαπηόζεκε κε ηελ νγθνκεηξηθή 

ξνή όπνπ ε εμσηεξηθή ξνή κε ηαρύηεηα U(x) απνκαθξύλεηαη από ην 

ηνίρσκα θαηά ην κήθνο κεηαηόπηζεο δ1.  

 

Ροϊκή ςνάπηηζη 

Με ηελ εηζαγσγή ηεο ξντθήο ζπλάξηεζεο ς, ην ζύζηεκα ησλ δύν 

εμηζώζεσλ (2.26) θαη (2.27) γηα ηηο δύν ζπλαξηήζεηο u θαη v κπνξεί λα 

αλαρζεί ζε κία εμίζσζε γηα κία ζπλάξηεζε ς. Απηή ε ζπλάξηεζε 

νξίδεηαη σο εμήο: 

y
u







,  

x
v







                                                                 (2.37) 

Ιθαλνπνηεί ηελ εμίζσζε ζπλέρεηαο (2.27) θαη ε (2.26) γίλεηαη: 

3

3

2

222 1

yx

p

yxyxyty 





























 





                             (2.38) 

Απηή είλαη κηα δηαθνξηθή εμίζσζε ηξίηεο ηάμεσο. Οη ζπλνξηαθέο 

ζπλζήθεο γίλνληαη: 

0)( 



w

y


,  0)( 




w

x


,  U

y





)(


 

Αλ ζπγθξίλνπκε ηελ (2.38) κε ηελ εμίζσζε γηα ηελ ξντθή ζπλάξηεζε ε 

νπνία πξνθύπηεη από ηηο πιήξεηο εμηζώζεηο Navier-Stokes, βιέπνπκε όηη 

ε πξνζέγγηζε ηεο ζεσξίαο ηνπ νξηαθνύ ζηξώκαηνο έρεη κεηώζεη ηελ ηάμε 

ηεο δηαθνξηθήο εμίζσζεο από ηέζζεξα ζε ηξία. Σώξα κπνξνύκε λα 

θαηαιάβνπκε γηαηί κπνξνύλ λα δνζνύλ κόλν ηξεηο ζπλνξηαθέο ζπλζήθεο, 

δειαδή γηαηί δελ ππάξρεη ζπλνξηαθή ζπλζήθε γηα ην v ζην εμσηεξηθό 

άθξν ηνπ νξηαθνύ ζηξώκαηνο. 

 

 

 

2.4 ΟΠΗΘΔΛΚΟΤΑ 

 

Από ηελ θαηαλνκή ηεο δηαηκεηηθήο ηάζεο ηνπ ηνηρώκαηνο ηw(x) ζηελ 

(2.34), ε νπηζζέιθνπζα κπνξεί εύθνια λα ππνινγηζζεί κε νινθιήξσζε 

ηεο ηw(x) πάλσ ζηελ επηθάλεηα ηνπ ζώκαηνο. Αλ b είλαη ην πιάηνο ηνπ 
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ζώκαηνο θαη l ην κήθνο ηνπ, ηόηε ε νπηζζέιθνπζα ζηελ πάλσ πιεπξά ηνπ 

ζώκαηνο πνπ θαίλεηαη ζην ζρήκα (2.4) είλαη: 

 

  dxxbD wf  cos                                                               (2.39) 

 

όπνπ ε ζπληεηαγκέλε x, όπσο ζπλήζσο ζηε ζεσξία ηνπ νξηαθνύ 

ζηξώκαηνο, αθνινπζεί ην πεξίγξακκα ηνπ ζώκαηνο. Οινθιεξώλνπκε 

πάλσ ζην ζπλνιηθό κήθνο ηεο επηθάλεηαο ζηε ξνή από κπξνζηηλό άθξν 

έσο ην ρείινο εθθπγήο. Δηζάγνληαο ηε x̂  σο ηε ζπληεηαγκέλε θαηά κήθνο 

ηεο ρνξδήο ηνπ ζώκαηνο, θαη ρξεζηκνπνηώληαο ηε ζρέζε xddx ˆcos   , 

βιέπνπκε από ηελ (2.39) όηη: 

 

  xdxbD wf
ˆˆ                                                                       (2.40) 

 

Αλ ην νξηαθό ζηξώκα είλαη παρύ, ή αλ ζπκβαίλεη δηαρσξηζκόο, ηόηε 

κπνξεί λα εκθαληζηεί ζεκαληηθή κεηαηόπηζε. ε απηέο ηηο πεξηπηώζεηο ε 

θαηαλνκή πίεζεο ηεο εμσηεξηθήο ξνήο πξέπεη λα ηξνπνπνηεζεί 

ρξεζηκνπνηώληαο ζεσξία νξηαθνύ ζηξώκαηνο πςειόηεξεο ηάμεο. Η 

δηαθνξά από ηελ θαηαλνκή πίεζεο πνπ ππνινγίζηεθε γηα δεδνκέλν 

πεξίγξακκα ζώκαηνο νδεγεί ζε κία νπηζζέιθνπζα πίεζεο πνπ ζηελ 

πξαγκαηηθόηεηα είλαη έλα θαηλόκελν ηξηβήο. 

 

 

 
 

ρήκα 2.4 Τπνινγίδνληαο ηελ νπηζζέιθνπζα [2]. 
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2.5 ΟΡΗΑΚΟ ΣΡΩΜΑ ΠΛΑΚΑ 

 

Πξηλ αλαθέξνπκε ηηο γεληθέο ηδηόηεηεο ησλ δηαθνξηθώλ εμηζώζεσλ ηνπ 

νξηαθνύ ζηξώκαηνο ζην επόκελν θεθάιαην, ζα δνύκε κεξηθά 

παξαδείγκαηα γηα λα εμνηθεησζνύκε κε ηηο εμηζώζεηο ηνπ νξηαθνύ 

ζηξώκαηνο. Σν απινύζηεξν παξάδεηγκα εθαξκνγήο ησλ εμηζώζεσλ ηνπ 

νξηαθνύ ζηξώκαηνο είλαη ε ξνή θαηά κήθνο κηαο πνιύ ιεπηήο επίπεδεο 

πιάθαο. Απηή ε πεξίπησζε ήηαλ ην πξώην παξάδεηγκα ησλ εμηζώζεσλ 

ηνπ Prandtl γηα ην νξηαθό ζηξώκα πνπ κειεηήζεθε από ηνλ Blasius 

(1908) ζηε δηδαθηνξηθή ηνπ δηαηξηβή ζην Gottingen. Έζησ όηη ε πιάθα 

έρεη ηελ αξρή ηεο ζην x=0, εθηείλεηαη παξάιιεια ζηνλ άμνλα x θαη έρεη 

εκηάπεηξν κήθνο (ζρήκα 2.5). Θα κειεηήζνπκε ηε κόληκε ξνή 

παξάιιεια ζηνλ άμνλα x κε ηαρύηεηα ειεπζέξνπ ξεύκαηνο U∞. ε απηήλ 

ηελ πεξίπησζε ε ηαρύηεηα ηεο αζηξόβηιεο ξνήο είλαη ζηαζεξή, δειαδή 

dp/dx=0. Οη εμηζώζεηο ηνπ νξηαθνύ ζηξώκαηνο (2.30) έσο (2.32) 

γίλνληαη: 

 

2

2

y

u
v

y

u
v

x

u
u















  
                                                                  (2.41) 

 

0









y

v

x

u
                                                                               (2.42) 

  y=0:       u=0, v=0                                                                     (2.43) 

 y→∞:     u=U∞             

 

Αθνύ ην ζύζηεκα δελ έρεη ραξαθηεξηζηηθό κήθνο, κπνξνύκε λα 

ππνζέζνπκε όηη νη θαηαλνκέο ηεο ηαρύηεηαο ζε δηαθνξεηηθέο απνζηάζεηο 

από ην κπξνζηηλό άθξν είλαη παξόκνηεο ή ίδηεο κεηαμύ ηνπο, δειαδή νη 

θαηαλνκέο ηαρύηεηαο u(y) ζε δηαθνξεηηθέο απνζηάζεηο x κπνξνύλ λα 

ζπκπέζνπλ κε θαηάιιειε επηινγή παξαγόλησλ θιίκαθαο γηα ην u θαη ην 

y. Έλαο θαηάιιεινο παξάγνληαο θιίκαθαο γηα ην u ζα κπνξνύζε λα είλαη 

ε ηαρύηεηα ειεπζέξνπ ξεύκαηνο U∞, ελώ γηα ην y ην «πάρνο ηνπ νξηαθνύ 

ζηξώκαηνο» δ(x) ην νπνίν απμάλεηαη κε ηελ απόζηαζε x. Μηιώληαο 

απζηεξά ην δ(x) δελ είλαη ην πάρνο ηνπ νξηαθνύ ζηξώκαηνο αιιά έλα 
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κέηξν ηνπ πάρνπο ηνπ νξηαθνύ ζηξώκαηνο ην νπνίν είλαη ίζν κε ην πάρνο 

ηνπ νξηαθνύ ζηξώκαηνο  παξά έλαλ αξηζκεηηθό παξάγνληα. Ο λόκνο 

νκνηόηεηαο γηα ηελ θαηαλνκή ηεο ηαρύηεηαο κπνξεί λα γξαθεί σο 

u/U∞=θ(ε) κε ην ε=y/δ(x) όπνπ ε ζπλάξηεζε θ(ε) είλαη αλεμάξηεηε ηνπ 

x.  

 

ρήκα 2.5 Οξηαθό ζηξώκα ζε επίπεδε πιάθα ζε κεδεληθή πξόζπησζε 

[2]. 

 

Η εμάξηεζε ηνπ δ(x) από ην x κπνξεί λα εμαθξηβσζεί εύθνια σο 

εμήο. Η πνζόηεηα δ είλαη αλάινγε ηνπ πάρνπο ηνπ ζηξώκαηνο ην νπνίν 

επεξεάδεηαη από ηελ ηξηβή, δειαδή από ημώδε θαηλόκελα. Σν ημώδεο 

πξνθαιεί κηα κεηαθνξά νξκήο θηλνύκελε από ην ηνίρσκα πξνο ηα έμσ. Η 

ραξαθηεξηζηηθή ηαρύηεηα κεηαθνξάο UV εμαξηάηαη από ην λ θαη ην δ. 

Κνηηάδνληαο ηηο δηαζηάζεηο έρνπκε UV~λ/δ. Η πνζόηεηα δ(x)  εμαξηάηαη 

έηζη από πνηα ζσκαηίδηα ξεπζηνύ θνληά ζην ηνίρσκα κεηαθηλνύληαη 

καθξηά από ην ηνίρσκα από  απηήλ ηελ κεηαθνξά νξκήο θαη πνηα έρνπλ 

ήδε πεξάζεη από ηε ζέζε x ιόγσ ηεο κεηαθνξηθήο ηνπο θίλεζεο κε 

ηαρύηεηα U∞. Σν ρξνληθό δηάζηεκα πνπ απαηηείηαη γηα έλα ζσκαηίδην κε 

ηαρύηεηα U∞ λα πεξάζεη ηε ζέζε x είλαη x/U∞. Από ηελ άιιε πιεπξά, γηα 

ηε κεηαθνξά νξκήο, ν ρξόλνο δ/UV=δ
2
/λ απαηηείηαη γηα λα θηλεζεί ζην 

πάρνο δ κε ηαρύηεηα UV~λ/δ. Θέηνληαο ίζνπο απηνύο ηνπο δύν ρξόλνπο 

παίξλνπκε δ
2
/λ~x/U∞ ή 

  
U

x
x


 ~                                                                             (2.44) 
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Απηό είλαη αθξηβώο ην ίδην κε ηελ εμίζσζε (2.1) αλ αληηθαηαζηήζνπκε 

εθεί ην l κε ην x θαη ην V κε ην U∞. Η κεηαβιεηή νκνηόηεηαο ε~y/δ(x) 

ηίζεηαη σο: 

x

U
y




2

                                                                                (2.45) 

Απηή ε αξρηθά απζαίξεηε επηινγή ηνπ παξάγνληα 2  γηα ην δ(x) κπνξεί 

λα θαλεί ρξήζηκε αθνύ ε πξνθύπηνπζα δηαθνξηθή εμίζσζε ηόηε παίξλεη 

κία εηδηθά απιή κνξθή. 

 Η εμίζσζε ζπλέρεηαο κπνξεί λα νινθιεξσζεί εηζάγνληαο κία 

ξνίθή ζπλάξηεζε ς(x,y) όπσο ζηελ (2.37). Θέηνπκε: 

)(2  fxU                                                                       (2.46) 

όπνπ f(ε) είλαη κία αδηάζηαηε ξντθή ζπλάξηεζε. Γηα ηηο ζπληζηώζεο ηεο 

ηαρύηεηαο παίξλνπκε: 

 





fU

yy
u 













                                                        (2.47) 

 ff
x

U

xxx
v 


























  







2
                           (2.48) 

όπνπ ν ηόλνο ζηελ f ζεκαίλεη παξαγώγηζε σο πξνο ε. Αλ 

ρξεζηκνπνηήζνπκε ηα παξαπάλσ γηα λα ζρεκαηίζνπκε ηνπο όξνπο ηεο 

(2.41) παίξλνπκε ηειηθά ηελ παξαθάησ ζπλήζε δηαθνξηθή εμίζσζε γηα 

ηε ξντθή ζπλάξηεζε: 

 0 fff   (εμίζσζε Blasius)                                         (2.49) 

Οη ζπλνξηαθέο ζπλζήθεο από ηελ (2.43) είλαη: 

ε=0:   f=0, f΄=0 

ε→∞:  f΄=1                                                                               (2.50) 

ε απηήλ ηελ πεξίπησζε νη δύν κεξηθέο δηαθνξηθέο εμηζώζεηο (2.41) θαη 

(2.42) έρνπλ κεηαζρεκαηηζηεί κέζσ ησλ κεηαζρεκαηηζκώλ νκνηόηεηαο 

(2.45) θαη (2.46) ζε κία ζπλήζε δηαθνξηθή εμίζσζε γηα ηε ξντθή 

ζπλάξηεζε. Η ηειεπηαία είλαη κε-γξακκηθή θαη ηξίηεο ηάμεο. Οη ηξεηο 
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ζπλνξηαθέο ζπλζήθεο (2.50) είλαη αξθεηέο γηα λα θαζνξηζζεί πιήξσο ε 

ιύζε.  

Η αξηζκεηηθή ιύζε απηήο ηεο δηαθνξηθήο εμίζσζεο κπνξεί λα βξεζεί κε 

ρξήζε π.ρ. κηαο κεζόδνπ Runge-Kutta πνπ νλνκάδεηαη κέζνδνο 

ζθόπεπζεο (shooting method). Αληί λα ιύζνπκε ην πξόβιεκα 

ζπλνξηαθώλ ηηκώλ, ιύλνπκε ην πξόβιεκα αξρηθώλ ηηκώλ κε ηηο ηηκέο 

f(0)=0, f΄(0)=0 θαη κία εθηηκώκελε  ηηκή f΄΄(0)=fw΄΄. Η εθηίκεζε fw΄΄ 

κεηαβάιιεηαη έσο όηνπ ε ζπλνξηαθή ζπλζήθε f΄(∞)=1 ηθαλνπνηεζεί. 

ηελ πξάμε απηή ε ζπλζήθε ηθαλνπνηείηαη ζε κία ζέζε κε πεπεξαζκέλε 

αιιά αξθεηά κεγάιε ηηκή ηνπ ε (π.ρ. εδώ ε ηηκή ε=5 δίλεη κηα απόθιηζε 

από ην 1 κηθξόηεξε από 10
-4

). Μεξηθέο ζεκαληηθέο αξηζκεηηθέο ηηκέο γηα 

ηε ιύζε δίλνληαη ζηνλ πίλαθα 2.1.   

 

Πίλαθαο 2.1 Υαξαθηεξηζηηθέο ηηκέο ηνπ νξηαθνύ ζηξώκαηνο ζε επίπεδε 

πιάθα ζε κεδεληθή πξόζπησζε [2] 

 

 
 

 

Καηανομή Σασύηηηαρ 

Η θαηαλνκή ηεο δηακήθνπο ηαρύηεηαο u/U∞=f΄(ε) δίλεηαη ζην ζρήκα 

2.6(a). Η θακππιόηεηα θνληά ζην ηνίρσκα είλαη πνιύ κηθξή. Αθξηβώο 

πάλσ ζην ηνίρσκα, ε θακππιόηεηα κεδελίδεηαη επεηδή f΄΄΄(0)=0. Απηό 

πξνθύπηεη από ηε δηαθνξηθή εμίζσζε αθνύ f(0)=0. Η θάζεηε ζπληζηώζα 
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ηεο ηαρύηεηαο ζην νξηαθό ζηξώκα από ηελ εμίζσζε (2.48) δίλεηαη επίζεο 

ζην ζρήκα 2.6(b). Αμίδεη λα ζεκεησζεί όηη ζηελ εμσηεξηθή αθκή ηνπ 

νξηαθνύ ζηξώκαηνο, δειαδή γηα ε→∞, ε θάζεηε ζπληζηώζα είλαη κε-

κεδεληθή. Απηή είλαη μαλά ε ηαρύηεηα κεηαηόπηζεο ε νπνία έρεη ήδε 

αλαθεξζεί. Βξίζθνπκε: 

 





 
xU

U
x

U
xv





8604.0

2
1                                            (2.51) 

κε 

    2168.1lim1 





f                                                          (2.52) 

 

 

 
ρήκα 2.6 Καηαλνκέο ηαρύηεηαο ζην νξηαθό ζηξώκα ζε επίπεδε πιάθα 

κε ηνπο ππνινγηζκνύο ηνπ Blasius (1908) [2] 

(a) πληζηώζα ηαρύηεηαο παξάιιεια ζην ηνίρσκα 

(b) Κάζεηε ζπληζηώζα ηαρύηεηαο. 
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Οπιζθέλκοςζα ηπιβήρ 

Η νπηζζέιθνπζα πνπ δέρεηαη ε πιάθα είλαη θαζαξά δύλακε ηξηβήο. Απηή 

κπνξεί εύθνια λα ππνινγηζζεί από ηε ιύζε πνπ δόζεθε παξαπάλσ. Από 

ηε (2.40) ε νπηζζέιθνπζα ζηε κία πιεπξά ηεο πιάθαο είλαη: 

 

l

w dxxbD
0

                                                                          (2.53) 

όπνπ b είλαη ην πιάηνο θαη l ην κήθνο ηεο πιάθαο. Σώξα ε ηνπηθή 

δηαηκεηηθή ηάζε ηνπ ηνηρώκαηνο είλαη:  

 
x

U
Uf

x

U
U

y

u
x w

w

w





 



 












 332.0

2
                      (2.54) 

όπνπ ε αξηζκεηηθή ηηκή ηεο fw ΄΄ κπνξεί λα παξζεί από ηνλ πίλαθα 2.1. Ο 

ζπληειεζηήο επηδεξκηθήο ηξηβήο ζηελ (2.17) κε ηελ ηαρύηεηα αλαθνξάο 

U∞ γίλεηαη: 

 
 

x

w

f

U

x
xc

Re

664.0

2

2








                                                              (2.55) 

όπνπ ρξεζηκνπνηείηαη ν αξηζκόο Reynolds πνπ ζρεκαηίδεηαη από ην 

κήθνο: 



xU
x

Re                                                                                (2.56) 

πλδπάδνληαο ηηο (2.53) θαη (2.54) βξίζθνπκε ηελ νπηζζέιθνπζα ζηε κία 

πιεπξά ηεο πιάθαο: 





  lUbUf

x

dxU
bUfD w

l

w 


2
2

0

                                   (2.57) 

Η νπηζζέιθνπζα ηεο πιάθαο είλαη επνκέλσο αλάινγε ηνπ 2
3

U  θαη ηνπ 

2
1

l , δειαδή όρη αλάινγε ηνπ l. Απηό έρεη λα θάλεη κε ην γεγνλόο όηη ηα 

κέξε ηεο πιάθαο πνπ βξίζθνληαη καθξηά από ην κπξνζηηλό άθξν 

ζπλεηζθέξνπλ ζρεηηθά ιηγόηεξν ζηελ νιηθή νπηζζέιθνπζα από εθείλα 

πνπ είλαη κπξνζηά. Απηό ζπκβαίλεη επεηδή βξίζθνληαη ζε κία πεξηνρή 

πνπ έρεη παρύηεξν ζηξώκα ηξηβήο θαη ζπλεπώο κηθξόηεξε δηαηκεηηθή 

ηάζε. Αλ εηζάγνπκε έλαλ αδηάζηαην ζπληειεζηή νπηζζέιθνπζαο κε ηνλ 

ζπλήζε ηξόπν ρξεζηκνπνηώληαο ηελ εμίζσζε: 

blU

D
cD





2

                                                                            (2.58) 
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όπνπ ην εκβαδόλ bl πνπ βξέρεηαη ιεηηνπξγεί ζαλ εκβαδόλ αλαθνξάο, 

κπνξνύκε λα ρξεζηκνπνηήζνπκε ηελ (2.57) γηα λα βξνύκε ηνλ ηύπν: 

 
Re

328.1
Dc                                                                                (2.59) 

κε ηνλ αξηζκό Reynolds Re=U∞l/λ. Απηόο ν ηύπνο νλνκάδεηαη λόκνο 

νπηζζέιθνπζαο ηνπ Blasius, ηζρύεη γηα ζηξσηέο ξνέο, δειαδή γηα 

αξηζκνύο Reynolds θάησ από ηελ θξίζηκε ηηκή Recrit=5
.
10

5
 κε 10

6
. ε 

πεξηνρέο πνπ ε ξνή είλαη ηπξβώδεο ε νπηζζέιθνπζα είλαη κεγαιύηεξε 

από απηήλ πνπ δίλεη ε ζρέζε (2.59). 

 

Πάσορ Οπιακού ηπώμαηορ 

Γελ ππάξρεη έλα κνλαδηθό πάρνο νξηαθνύ ζηξώκαηνο αθνύ ε επίδξαζε 

ηνπ ημώδνπο ζην νξηαθό ζηξώκα κεηώλεηαη αζπκπησηηθά θαζώο 

απνκαθξπλόκαζηε από ην ηνίρσκα. Η ζπληζηώζα ηεο ηαρύηεηαο πνπ 

είλαη παξάιιειε ζην ηνίρσκα u πξνζεγγίδεη αζπκπησηηθά ηελ ηαρύηεηα 

U∞ ηεο εμσηεξηθήο ξνήο (ε ζπλάξηεζε f΄(ε) πξνζεγγίδεη αζπκπησηηθά 

ηελ ηηκή 1). Αλ νξίζνπκε ην πάρνο ηνπ νξηαθνύ ζηξώκαηνο λα είλαη ζηε 

ζέζε όπνπ u=0.99U∞, βξίζθνπκε όηη ε99=3.6. Δπνκέλσο ην πάρνο ηνπ 

νξηαθνύ ζηξώκαηνο πνπ νξίδεηαη κε απηόλ ηνλ ηξόπν είλαη: 




U

x
 0.599                                                                            (2.60) 

 

Πάσορ Μεηαηόπιζηρ 

Έλα θπζηθά απνδεθηό κέηξν ηνπ πάρνπο ηνπ νξηαθνύ ζηξώκαηνο είλαη ην 

πάρνο κεηαηόπηζεο πνπ έρεη ήδε εηζαρζεί ζηελ (2.36) (ζρήκα 2.3). Με 

απηό θαηαλννύκε ην πάρνο θαηά ην νπνίν ε αλημώδεο εμσηεξηθή ξνή 

κεηαηνπίδεηαη πξνο ηα έμσ κε ηελ πηώζε ηεο ηαρύηεηαο ζην νξηαθό 

ζηξώκα. Η κείσζε ηεο νγθνκεηξηθήο παξνρήο ιόγσ ηεο δξάζεο ηνπ 

ημώδνπο είλαη: 

 


 
0

dyuU   

θαη επνκέλσο ε εμίζσζε νξηζκνύ ηνπ δ1 είλαη: 

  


 
0

1 dyuUU   

ή 
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0

1 1 dy
U

u
     (πάρνο κεηαηόπηζεο)                               (2.61) 

Αληηθαζηζηώληαο ην u/U∞ από ηελ (2.47) γίλεηαη: 

 

   






  U

x

U

x
df

U

x 



 7208.1

2
1

2

0

11                       (2.62) 

 

όπνπ ν νξηζκόο ηνπ β1 πάξζεθε από ηελ (2.52). Η απόζηαζε από ην 

ηνίρσκα y=δ1 θαίλεηαη επίζεο ζην ζρήκα 2.6a. Σν ημώδεο απνκαθξύλεη 

ηηο γξακκέο ξνήο ηεο εμσηεξηθήο ξνήο από ην ηνίρσκα θαηά απηό ην 

πνζό. Σν πάρνο κεηαηόπηζεο είλαη πξνζεγγηζηηθά  ην 1/3 ηνπ πάρνπο ηνπ 

νξηαθνύ ζηξώκαηνο δ99 ηεο εμίζσζεο (2.60). 

 

Πάσορ Οπμήρ 

ε απηό ην ζεκείν ζα αλαθεξζνύκε ζηελ ηηκή ηνπ πάρνπο νξκήο δ2. Σν 

κηθξόηεξν πνζό νξκήο πνπ ξέεη ζην νξηαθό ζηξώκα ζε ζρέζε κε ηελ 

αλημώδε εμσηεξηθή ξνή είλαη  


 
0

dyuUu  θαη επνκέλσο ην πάρνο 

νξκήο κπνξεί λα νξηζηεί σο: 

 


 
0

2

2
dyuUuU   

ή 















0

2 1 dy
U

u

U

u
   (πάρνο νξκήο)                                    (2.63) 

 

Ο ππνινγηζκόο γηα πιάθα ζε κεδεληθή γσλία πξόζπησζεο δίλεη: 

 

 






 
U

x
dff

U

x 





2
1

2

0

22      

θαη ρξεζηκνπνηώληαο ηελ αξηζκεηηθή ηηκή ηνπ β2 από ηνλ πίλαθα2.1 

παίξλνπκε: 

 



U

x
 664.02                                                                          (2.64) 
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Πάσορ Δνέπγειαρ 

Η ρακειόηεξε θηλεηηθή ελέξγεηα ζην νξηαθό ζηξώκα ζε ζρέζε κε ηελ 

αλημώδε εμσηεξηθή ξνή είλαη  


 
0

22
dyuUu  θαη επνκέλσο ην πάρνο 

ελέξγεηαο κπνξεί λα νξηζηεί σο: 

 


 
0

22

3

2
dyuUuU   

ή 




















0

2

2

3 1 dy
U

u

U

u
    (πάρνο ελέξγεηαο)                             (2.65) 

Ο ππνινγηζκόο γηα πιάθα κε κεδεληθή πξόζπησζε δίλεη: 

 

 






  U

x

U

x
dff

U

x 



 0444.1

2
1

2

0

3

2

3                      (2.66) 

Παξαθάησ δίλνληαη ηα απνηειέζκαηα ησλ παξαπάλσ ππνινγηζκώλ: 

Πάρνο κεηαηόπηζεο: δ1=0.34δ99 

Πάρνο νξκήο: δ2=0.13δ99 

Πάρνο ελέξγεηαο: δ3=0.20δ99 

 

Ανωμαλία Δμππόζθιος Άκπος 

Από ηηο (2.51) θαη (2.54) θαίλεηαη όηη ε ηαρύηεηα κεηαηόπηζεο v∞(x) θαη 

ε δηαηκεηηθή ηάζε ηw(x) γίλνληαη άπεηξα ζην κπξνζηηλό άθξν x=0. Απηή 

ε αλσκαιία είλαη κηα έλδεημε όηη ε ζεσξία ηνπ νξηαθνύ ζηξώκαηνο δελ 

ηζρύεη ζην κπξνζηηλό άθξν. Απηή ε αλσκαιία κπνξεί λα μεπεξαζηεί 

ρξεζηκνπνηώληαο κία ζεσξία πςειόηεξεο ηάμεο. 

 

Πειπαμαηικέρ Μελέηερ 

Μεηξήζεηο γηα ηελ επηβεβαίσζε ηεο ππάξρνπζαο ζεσξίαο 

πξαγκαηνπνηήζεθαλ πξώηα από ηνλ B.G. Van der Hegge Zijnen (1924) 

θαη ηνλ J.M. Burgers (1924) θαη ζηε ζπλέρεη από ηνλ M. Hansen (1928). 

Πνιύ δηαθσηηζηηθέο κεηξήζεηο παξνπζηάζηεθαλ αξγόηεξα από ηνλ J. 

Nikuradse (1942). Έδεημε όηη ην ζηξώκα ηξηβήο εμαξηάηαη ηζρπξά από ηε 

κνξθή ηεο κύηεο ζην κπξνζηηλό άθξν ηεο πιάθαο θαη επίζεο από 

αδύλακεο θιίζεηο πίεζεο πνπ κπνξεί λα ππάξρνπλ ζηελ εμσηεξηθή ξνή. 

Απηέο νη πεξηπηώζεηο ιήθζεθαλ ππόςε ζηηο κεηξήζεηο ηνπ J. Nikuradse 



40 
 

νη νπνίεο έγηλαλ ζε πιάθα θάησ από ξνή αέξα. ην ζρήκα 2.7 θαίλνληαη 

νη κεηξήζεηο ηνπ J. Nikuradse γηα ηελ θαηαλνκή ηαρύηεηαο ζην ζηξσηό 

νξηαθό ζηξώκα γηα δηαθνξεηηθέο απνζηάζεηο από ην κπξνζηηλό άθξν ηεο 

πιάθαο. Η αλσκαιία ζηελ θαηαλνκή ηαρύηεηαο ζε δηαθνξεηηθέο 

απνζηάζεηο x από ην κπξνζηηλό άθξν πνπ πξνβιέπεηαη από ηε ζεσξία 

επηβεβαηώλεηαη από ηηο κεηξήζεηο θαη ε κνξθή ησλ πεηξακαηηθώλ 

θαηαλνκώλ ηαρύηεηαο ζπκθσλεί αξθεηά θαιά κε ηε ζεσξία. ην ζρήκα 

1.4 απεηθνλίδεηαη ην αδηάζηαην πάρνο ηνπ νξηαθνύ ζηξώκαηνο 
x

U


 

99 σο 

πξνο ηνλ αξηζκό Reynolds πνπ ζρεκαηίδεηαη κε ην κήθνο x. Όζν ην 

νξηαθό ζηξώκα παξακέλεη ζηξσηό, απηή ε αδηάζηαηε ηηκή παξακέλεη 

ζηαζεξή θαη ε αξηζκεηηθή ηεο ηηκή είλαη πξνζεγγηζηηθά ίζε κε απηή πνπ 

δίλεη ε εμίζσζε (2.60). Γηα κεγάινπο αξηζκνύο Reynolds U∞x/λ, ην 

νξηαθό ζηξώκα δελ παξακέλεη ζηξσηό θαη αληηθαζίζηαηαη από ηπξβώδεο 

νξηαθό ζηξώκα. Απηό θαίλεηαη ζην ζρήκα 1.4 γηαηί ζην ηπξβώδεο νξηαθό 

ζηξώκα ην πάρνο ηνπ νξηαθνύ ζηξώκαηνο απμάλεηαη πνιύ γξεγνξόηεξα 

κε ην κήθνο x. Οη κεηξήζεηο ηνπ B.G. Van der Hegge Zijnen (1924) θαη 

ηνπ M. Hansen (1928) δείρλνπλ όηη ε κεηάβαζε από ην ζηξσηό ζην 

ηπξβώδεο ιακβάλεη ρώξα ζηελ ηηκή ηνπ αξηζκνύ Reynolds U∞x/λ=3
.
10

5
. 

Από ηελ εμίζσζε (2.62) απηό αληηζηνηρεί ζε έλαλ αξηζκό Reynolds 

ζρεκαηηδόκελν κε ην πάρνο κλεηαηόπηζεο U∞δ1/λ=950. Πην πξόζθαηεο 

κεηξήζεηο έρνπλ δείμεη όηη απηόο ν θξίζηκνο αξηζκόο Reynolds κπνξεί λα 

πάξεη αθόκε θαη πςειόηεξεο ηηκέο έσο θαη U∞x/λ=3
.
10

6
 ζε ξνή αέξα ε 

νπνία δελ έρεη δηαηαξαρέο.  

 Ο ζηξσηόο λόκνο ηξηβήο ηεο επίπεδεο πιάθαο έρεη επίζεο 

εμεηαζηεί εμνλπρηζηηθά. Από ηε κία πιεπξά ε ηνπηθή δηαηκεηηθή ηάζε 

κπνξεί λα ππνινγηζηεί έκκεζα από ηελ (2.34) από ηελ θιίζε ηεο 

θαηαλνκήο ηαρύηεηαο. Από ηελ άιιε πιεπξά άκεζεο κεηξήζεηο 

δηαηκεηηθήο ηάζεο κπνξεί λα γίλνπλ ρξεζηκνπνηώληαο έλα κηθξό κέξνο 

ηεο πιάθαο ην νπνίν έρεη ηνπνζεηεζεί κε επέιηθην ηξόπν ζην ηνίρσκα. Σα 

απνηειέζκαηα απηώλ ησλ αθξηβώλ κεηξήζεσλ ησλ H.W. Liepmann θαη 

S. Dhawan (1951) θαίλνληαη ζην ζρήκα 2.8. Ο ζπληειεζηήο επηδεξκηθήο 

ηξηβήο 
2

2




U

c w
f 


 ζρεδηάδεηαη ζε ζρέζε κε ηνλ αξηζκό Reynolds πνπ 

ζρεκαηίδεηαη κε ην κήθνο x, δειαδή Rex=U∞x/λ. ηελ πεξηνρή ηηκώλ ηνπ 
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αξηζκνύ Reynolds από Rex=2
.
10

5
 έσο Rex=6

.
10

5
 είλαη πηζαλέο θαη νη δύν 

θαηαζηάζεηο (ζηξσηή θαη ηπξβώδεο). ε απηήλ ηελ πεξηνρή 

 

 

 
 

ρήκα 2.7 Καηαλνκέο ηαρύηεηαο ζην ζηξσηό νξηαθό ζηξώκα ζε επίπεδε 

πιάθα ζε κεδεληθή γσλία πξόζπησζεο (κεηξήζεηο ηνπ J. Nikuradse, 

1942) [2]. 
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3. ΟΛΟΚΛΖΡΩΣΗΚΔ ΔΞΗΩΔΗ ΣΟΤ 

ΟΡΗΑΚΟΤ ΣΡΩΜΑΣΟ 
 

3.1 ΓΔΝΗΚΑ 

  

ε πνιιέο πξαθηηθέο πεξηπηώζεηο δελ είλαη νη ιεπηνκέξεηεο ηνπ 

πεδίνπ ηαρπηήησλ κέζα ζην νξηαθό ζηξώκα πνπ έρνπλ ελδηαθέξνλ, αιιά 

κάιινλ ηηκέο νινθιεξσκάησλ ηνπ νξηαθνύ ζηξώκαηνο πνπ εμαξηώληαη 

από ην κήθνο x, αιιά είλαη «ζπλνιηθέο ηηκέο» ζε ζρέζε κε νπνηαδήπνηε 

εμάξηεζε από ην y. Σέηνηεο θαηάιιειεο ηηκέο νινθιεξσκάησλ γηα ηε 

ζπλνιηθή πεξηγξαθή ηνπ νξηαθνύ ζηξώκαηνο εμάγνληαη από ηελ 

νινθιήξσζε ησλ εμηζώζεσλ ηνπ νξηαθνύ ζηξώκαηνο σο πξνο ην y πάλσ 

ζην πάρνο ηνπ νξηαθνύ ζηξώκαηνο. 

 

 

 

3.2 ΟΛΟΚΛΖΡΩΣΗΚΖ ΔΞΗΩΖ ΟΡΜΖ 

 

 Γηα λα θαηαζθεπάζνπκε ηελ νινθιεξσηηθή εμίζσζε νξκήο ηνπ 

νξηαθνύ ζηξώκαηνο πεξηνξηδόκαζηε αξρηθά ζε επίπεδε, κόληκε θαη 

αζπκπίεζηε ξνή.  

 



 w

h

y

dy
dx

dU
U

y

u
v

x

u
u 



















0

                                                   (3.1) 

 

όπνπ y=0 είλαη ην ηνίρσκα θαη y=h είλαη νπνπδήπνηε έμσ από ην νξηαθό 

ζηξώκα. 

Από ηελ εμίζσζε ζπλέρεηαο, ε θάζεηε ηαρύηεηα v, κπνξεί λα 

αληηθαηαζηαζεί κε: 
















y

y

dy
x

u
v

0

. Έηζη βξίζθνπκε: 
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 w

h

y

y

dy
dx

dU
Udy

x

u

y

u

x

u
u 




































 
0 0

                                                   

 

Οινθιεξώλνληαο θαηά παξάγνληεο ηνλ δεύηεξν όξν παίξλνπκε: 

 

   









































h hh

y

y

dy
x

u
udy

x

u
Udydy

x

u

y

u

0 00 0

 

 

θαη ηειηθά: 

 



w

h

dy
dx

dU
U

x

u
U

x

u
u 



















0

2  

 

Σν απνηέιεζκα απηό γξάθεηαη θαη σο: 

 

    


w

hh

dyuU
dx

dU
dyuUu

x















00

 

 

Αθνύ θαη ζηα δύν νινθιεξώκαηα ε νινθιεξσηέα ζπλάξηεζε 

κεδελίδεηαη έμσ από ην νξηαθό ζηξώκα, κπνξνύκε λα ζέζνπκε h→∞. 

 ηε ζπλέρεηα ζα εηζάγνπκε ην πάρνο κεηαηόπηζεο δ1 θαη ην πάρνο 

νξκήο δ2 κέζσ ησλ εμηζώζεσλ: 

 

  





oy

dyuUU1   (πάρνο κεηαηόπηζεο)                                       (3.2) 

 

θαη 

 

   





oy

dyuUuU 2

2   (πάρνο νξκήο)                                             (3.3) 

ηνλ πξώην όξν ηεο παξαπάλσ εμίζσζεο, ε ζεηξά ηεο παξαγώγηζεο σο 

πξνο x θαη ηεο νινθιήξσζεο σο πξνο y κπνξεί λα αιιάμεη αθνύ ην άλσ 

όξην h είλαη αλεμάξηεην ηνπ x. Απηό νδεγεί ζηελ εμίζσζε: 

 

 



 w

dx

dU
UU

dx

d
 12

2                                                                 (3.4) 
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Απηή είλαη ε νινθιεξσηηθή εμίζσζε νξκήο γηα επίπεδα αζπκπίεζηα 

νξηαθά ζηξώκαηα. Με απηή ηε κνξθή είλαη έγθπξε θαη γηα ζηξσηά θαη 

γηα ηπξβώδε νξηαθά ζηξώκαηα. 

 

 

 

3.3 ΟΛΟΚΛΖΡΩΣΗΚΖ ΔΞΗΩΖ ΔΝΔΡΓΔΗΑ 

 

 Υξεζηκνπνηώληαο παξόκνηα πξνζέγγηζε κε ηελ νινθιεξσηηθή 

εμίζσζε νξκήο δόζεθε από ηνλ K. Wieghardt (1948) κία νινθιεξσηηθή 

εμίζσζε ελέξγεηαο γηα ην ζηξσηό νξηαθό ζηξώκα. Η εμίζσζε απηή 

εμάγεηαη αλ πνιιαπιαζηάζνπκε ηελ εμίζσζε θίλεζεο κε ην u θαη κεηά 

νινθιεξώζνπκε από y=0 έσο y=h>δ(x). Αληηθαζηζηώληαο μαλά ην v από 

ηελ εμίζσζε ζπλέρεηαο παίξλνπκε: 
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Ο δεύηεξνο όξνο κπνξεί λα νινθιεξσζεί θαηά παξάγνληεο θαη λα δώζεη: 
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Ο ζπλδπαζκόο ηνπ πξώηνπ θαη ηνπ ηξίηνπ όξνπ δίλεη: 
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Αλ επίζεο νινθιεξώζνπκε θαηά παξάγνληεο ην δεύηεξν κέξνο 

παίξλνπκε: 

 

  
 















0 0

2

22

2

1
dy

y

u
dyuUu

dx

d
                                                  (3.5) 

 

Δδώ μαλά ην όξην ηνπ νινθιεξώκαηνο κπνξεί λα αληηθαηαζηαζεί κε 

h→∞, αθνύ έμσ από ην νξηαθό ζηξώκα νη ζπλαξηήζεηο πνπ 
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νινθιεξώλνληαη κεδελίδνληαη. Η πνζόηεηα 
2














y

u
  δίλεη ηελ ελέξγεηα 

πνπ κεηαηξέπεηαη ζε ζεξκόηεηα αλά κνλάδα όγθνπ θαη ρξόλνπ από ηελ 

ηξηβή. ην αξηζηεξό κέξνο ν όξνο  22

2
uU 


 είλαη ε απώιεηα κεραληθήο 

ελέξγεηαο (θηλεηηθήο ελέξγεηαο) ηελ νπνία ην νξηαθό ζηξώκα ράλεη 

επηπιένλ ζε ζύγθξηζε κε ηελ αζηξόβηιε ξνή. Δπνκέλσο ε πνζόηεηα 

 



0

22

2
dyuUu


 είλαη ε ξνή απώιεηαο ελέξγεηαο θαη ην αξηζηεξό κέξνο 

είλαη ε κεηαβνιή ζηε ξνή απώιεηαο ελέξγεηαο αλά κνλάδα κήθνπο ζηε 

δηεύζπλζε x. 

 Αλ εηζάγνπκε ην πάρνο ελέξγεηαο δ3 κέζσ ηεο ζρέζεο: 

 

 





oy

dyuUuU 223

3   (πάρνο ελέξγεηαο)                                     (3.6) 

 

παίξλνπκε από ηελ (3.5): 
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                                                       (3.8) 

 

 Σν νινθιήξσκα D πνπ νξίδεηαη κέζσ ηεο (3.8) νλνκάδεηαη 

νινθιήξσκα απώιεηαο. Απηή είλαη ε νινθιεξσηηθή εμίζσζε ελέξγεηαο 

γηα επίπεδα αζπκπίεζηα νξηαθά ζηξώκαηα. ηε κνξθή ηεο (3.8) είλαη 

έγθπξε θαη γηα ηπξβώδε νξηαθά ζηξώκαηα. 

 Ο K. Wieghardt (1948) έρεη δείμεη όηη πεξηζζόηεξεο 

νινθιεξσηηθέο εμηζώζεηο είλαη δπλαηόλ λα γξαθνύλ γηα ην νξηαθό 

ζηξώκα αλ ε εμίζσζε ηνπ νξηαθνύ ζηξώκαηνο πνιιαπιαζηαζηεί κε 

θάπνηα δύλακε u
n
 (n=0,1,2,…) θαη ζηε ζπλέρεηα νινθιεξώζνπκε πάλσ 

ζην νξηαθό ζηξώκα. Ωζηόζν ε ηζρύο ησλ ζρέζεσλ πνπ πεξηέρνληαη ζηηο 
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νινθιεξσηηθέο εμηζώζεηο πνπ εμάγνληαη κε απηόλ ηνλ ηξόπν κεηώλεηαη 

θαζώο απμάλεηαη ην n. Έηζη, κόλν νη δύν νινθιεξσηηθέο εμηζώζεηο, γηα 

n=0 (νινθιεξσηηθή εμίζσζε νξκήο) θαη γηα n=1 (νινθιεξσηηθή εμίζσζε 

ελέξγεηαο) ρξεζηκνπνηνύληαη ζηελ πξάμε. 

 

 

 

3.4 ΡΟΠΖ ΣΖ ΟΛΟΚΛΖΡΩΣΗΚΖ ΔΞΗΩΖ ΟΡΜΖ 

 

 Μία νηθνγέλεηα n ην πιήζνο νινθιεξσηηθώλ εμηζώζεσλ κπνξεί λα 

παξαρζεί αλ πνιιαπιαζηάζνπκε ηελ εμίζσζε ηνπ νξηαθνύ ζηξώκαηνο κε 

ηε δύλακε y
n
 θαη ζηε ζπλέρεηα νινθιεξώζνπκε πάλσ ζην πάρνο ηνπ 

νξηαθνύ ζηξώκαηνο. Αλ επηπιένλ απαιείςνπκε ηε ζπληζηώζα v 

ρξεζηκνπνηώληαο ηελ εμίζσζε ζπλέρεηαο, παίξλνπκε: 
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                            (3.9) 

 

Η πεξίπησζε n=0 αληηζηνηρεί ζηελ νινθιεξσηηθή εμίζσζε νξκήο. Γηα 

n=1εμάγνπκε ηελ ξνπή ηεο νινθιεξσηηθήο εμίζσζεο νξκήο ζηελ 

αθόινπζε κνξθή: 
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              (3.10) 

 

ηελ πξάμε απηή ε νινθιεξσηηθή εμίζσζε ζπρλά πξνηηκάηαη ζε ζρέζε 

κε ηελ νινθιεξσηηθή εμίζσζε ελέξγεηαο, γηαηί γεληθά ην νινθιήξσκα 

πνπ εκθαλίδεηαη ζηελ (3.10) είλαη πην εύθνιν λα ππνινγηζηεί 

ρξεζηκνπνηώληαο ηε δηαηκεηηθή ηάζε από ην νινθιήξσκα απώιεηαο ηεο 

(3.8). Γηα ζηξσηέο ξνέο ην δεμηό κέξνο ηεο (3.10) είλαη απιά λU. 
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4. ΔΝΑΡΞΖ ΣΖ ΣΤΡΒΖ (ΘΔΩΡΗΑ 

ΔΤΣΑΘΔΗΑ) 
 

 

4.1 ΠΔΗΡΑΜΑΣΗΚΑ ΑΠΟΣΔΛΔΜΑΣΑ ΓΗΑ ΣΖ ΜΔΣΑΒΑΖ 

ΑΠΟ ΣΖ ΣΡΩΣΖ ΣΖΝ ΣΤΡΒΩΓΖ ΡΟΖ 

  

4.1.1 Μεηάβαζη ζηη ποή ζε ζωλήνα 

 ε πνιιέο πεξηπηώζεηο νη ξνέο απνθιίλνπλ ζεκαληηθά από ηηο 

ζηξσηέο ξνέο. Γείρλνπλ έλα ραξαθηεξηζηηθό γλώξηζκα πνπ νλνκάδεηαη 

ηύξβε. Καζώο ν αξηζκόο Reynolds απμάλεηαη νη εζσηεξηθέο ξνέο κέζα ζε 

ζσιήλεο θαη θαλάιηα θαη ηα εμσηεξηθά νξηαθά ζηξώκαηα θνληά ζε 

ζώκαηα εκθαλίδνπλ κία αμηνζεκείσηε αιιαγή από ηε ζηξσηή ζηελ 

ηπξβώδε ξνή. Απηή ε κεηάβαζε από ηε ζηξσηή ζηελ ηπξβώδε ξνή πνπ 

νλνκάδεηαη έλαξμε ηεο ηύξβεο έρεη ζεκειηώδε ζεκαζία γηα ηε Μεραληθή 

ησλ Ρεπζηώλ. 

 Απηό ην θαηλόκελν παξαηεξήζεθε πξώηα ζε ξνέο ζε ζσιήλεο θαη 

θαλάιηα. ε ρακεινύο αξηζκνύο Reynolds θάζε ζσκαηίδην ηνπ ξεπζηνύ 

ζε έλα καθξύ ίζην ζσιήλα κε ζηαζεξή δηαηνκή θαη ιεία ηνηρώκαηα 

θηλείηαη κε ζηαζεξή ηαρύηεηα ζε επζεία γξακκή. Λόγσ ησλ δπλάκεσλ 

ηξηβήο, ηα ζσκαηίδηα θνληά ζην ηνίρσκα θηλνύληαη πην αξγά ζε ζρέζε κε 

ηα ζσκαηίδηα ζην εζσηεξηθό. Η ξνή είλαη ηέηνηα ώζηε θαιά δηαηεηαγκέλα 

ζηξώκαηα θηλνύληαη παξάιιεια (ζηξσηή ξνή). Ωζηόζν έρεη παξαηεξεζεί 

όηη ε ηάμε απηή δελ ππάξρεη ζε κεγαιύηεξνπο αξηζκνύο Reynolds. 

Μάιινλ ζπκβαίλεη έλα θαηλόκελν αλάκημεο. Απηό είδε ν O. Reynolds 

(1883) ζε ξνή ζε ζσιήλα ρξεζηκνπνηώληαο «ρξσκαηηζηά λήκαηα» πνπ 

πξόζζεζε ζηε ξνή. Όζν ε ξνή είλαη ζηξσηή ηα ρξσκαηηζηά ζσκαηίδηα 

ηνπ ξεπζηνύ θηλνύληαη κέζα ζην ζσιήλα ζαλ λήκαηα κε μεθάζαξα όξηα. 

Ωζηόζν όηαλ ε ξνή γίλεηαη ηπξβώδεο ηα ρξσκαηηζηά λήκαηα ζπάλε θαη 

ην ξεπζηό ζην ζσιήλα εκθαλίδεηαη λα είλαη παληνύ ρξσκαηηζκέλν. ηελ 

ηπξβώδε ξνή, νη θάζεηεο θηλήζεηο νη νπνίεο πξνθαινύλ απηήλ ηελ 

αλάκημε πξνζηίζεληαη ζηελ θύξηα θίλεζε ζηελ δηεύζπλζε ηνπ άμνλα ηνπ 
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ζσιήλα. Απηή ε θάζεηε θίλεζε πξνθαιεί κηα αληαιιαγή νξκήο ζηελ 

θάζεηε δηεύζπλζε αθνύ θάζε ζσκαηίδην νπζηαζηηθά δηαηεξεί ηελ νξκή 

ηνπ ζηελ παξάιιειε δηεύζπλζε ελώ εθηειεί ηελ κηθηή θίλεζε. 

Απνηέιεζκα απηνύ είλαη όηη ε θαηαλνκή ηαρύηεηαο ζηε δηαηνκή ηνπ 

ζσιήλα είλαη πην νκνγελήο ζε ζρέζε κε ηε ζηξσηή ξνή. ην ζρήκα 4.1 

θαίλεηαη ε κεηξνύκελε θαηαλνκή ηαρύηεηαο ζε ζσιήλα γηα ζηξσηή θαη 

ηπξβώδε ξνή. Δλώ ε θαηαλνκή ηαρύηεηαο είλαη παξαβνιηθή γηα ζηξσηή 

ξνή, ζηελ ηπξβώδε ξνή ε αληαιιαγή νξκήο ηελ θάλεη πην νκνγελή. Μία 

πην ιεπηνκεξήο αλάιπζε ηεο ηπξβώδνπο ξνήο ζα δείμεη όηη ην πην 

εθπιεθηηθό ραξαθηεξηζηηθό ηεο είλαη όηη ε ηαρύηεηα θαη ε πίεζε ζε έλα 

ζπγθεθξηκέλν ζεκείν ηνπ ρώξνπ δελ είλαη ζηαζεξέο ζην ρξόλν αιιά 

εθηεινύλ αλώκαιεο δηαθπκάλζεηο κεηαβαιιόκελεο ζπρλόηεηαο. Μόλν ε 

κέζε ηηκή ηεο ηαρύηεηαο ζε κεγάιν ρξνληθό δηάζηεκα κπνξεί λα 

ζεσξεζεί ζηαζεξή (νησλεί-κόληκε θίλεζε). Η νησλεί-κόληκε ξνή ζε 

ζσιήλα ζηελ νπνία ε ηαρύηεηα εμαξηάηαη από ηε ζέζε θαη ην ρξόλν 

κπνξεί λα ραξαθηεξηζζεί είηε από ηε ρξνληθή κέζε ηηκή ηεο 

νγθνκεηξηθήο παξνρήο Q ή ηε ρξνληθή κέζε ηηκή ηεο θιίζεο ηεο πίεζεο 

dx

pd
 . Απηό θαίλεηαη θαζαξά ζην ζρήκα 4.1. Η θακπύιε α δείρλεη ηε 

ρξνληθή κέζε ηηκή ηεο θαηαλνκήο ηαρύηεηαο ηεο ηπξβώδνπο ξνήο ζε 

ζσιήλα. Οη άιιεο δύν θαηαλνκέο αληηζηνηρνύλ ζε ζηξσηή ξνή ζσιήλα, 

ζηελ ίδηα νγθνκεηξηθή παξνρή (θακπύιε b) θαη ζηελ ίδηα θιίζε πίεζεο 

(θακπύιε c) κε ηελ θακπύιε α. 

 

 
ρήκα 4.1 Καηαλνκή ηαρύηεηαο ζε ζσιήλα [2]. 
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(α) ηπξβώδεο 

(b) ζηξσηή, ίδηα νγθνκεηξηθή παξνρή κε α 

(c) ζηξσηή, ίδηα θιίζε πίεζεο κε α 

 

 Οη πξώηεο ζπζηεκαηηθέο κειέηεο απηώλ ησλ δύν ζεκειησδώο 

δηαθνξεηηθώλ θαηαζηάζεσλ ξνήο έγηλαλ από ηνλ O. Reynolds (1883). Ο 

ίδηνο επίζεο εθηέιεζε ην πείξακα ησλ ρξσκαηηζηώλ λεκάησλ ην νπνίν 

πήξε ην όλνκά ηνπ. Αλαθάιπςε ηελ αξρή ηεο νκνηόηεηαο ζε ζρέζε κε 

ηνλ αξηζκό Reynolds ζύκθσλα κε ηελ νπνία ε κεηάβαζε από ηε ζηξσηή 

ζηελ ηπξβώδε ξνή ζπκβαίλεη πάληα ζηελ ίδηα πεξίπνπ ηηκή ηνπ αξηζκνύ 

Reynolds Re=umd/λ όπνπ um=Q/A είλαη ε κέζε ηαρύηεηα (Q= 

νγθνκεηξηθή παξνρή, Α= εκβαδόλ δηαηνκήο ζσιήλα). Η αξηζκεηηθή ηηκή 

ηνπ αξηζκνύ Reynolds ζηελ νπνία ζπκβαίλεη ε κεηάβαζε (θξίζηκνο 

αξηζκόο Reynolds) βξέζεθε όηη είλαη: 

 

 2300Re 









crit

m
crit

du


                                                             (4.1) 

 

Αληίζηνηρα, ξνέο ζε ζσιήλα γηα ηηο νπνίεο ν αξηζκόο Reynolds είλαη 

Re<Recrit είλαη ζηξσηέο θαη εθείλεο γηα ηηο νπνίεο Re>Recrit είλαη 

ηπξβώδεηο. 

 Οη δύν ζηξσηέο ξνέο ζην ζρήκα 4.1 (θακπύιεο b θαη c) ζρεηίδνληαη 

κε κία θαη ηελ απηή ηπξβώδε ξνή αιιά πεξηγξάθνληαη από 

δηαθνξεηηθνύο αξηζκνύο Reynolds: απηνί είλαη Rep=-(dp/dx) d
3
/32ξλ

2
 θαη 

ReQ=umd/λ. Γηα ζηξσηέο ξνέο Rep=ReQ. Ωζηόζν, Rep θαη ReQ πξέπεη λα 

δηαθξηζνύλ γηα ηπξβώδεηο ξνέο θαη απνηεινύλ έλαλ ηξόπν 

ραξαθηεξηζκνύ ηεο ηπξβώδνπο ξνήο ζε ζσιήλα θαη θαλάιη.  

 Η αξηζκεηηθή ηηκή ηνπ θξίζηκνπ αξηζκνύ Reynolds εμαξηάηαη 

ηζρπξά από ηηο εηδηθέο ζπλζήθεο ηεο εηζόδνπ ηνπ ζσιήλα θαη ην πώο 

πξνζεγγίδεηαη ν ζσιήλαο. ηελ πξαγκαηηθόηεηα, ν O. Reynolds είρε ήδε 

ππνζέζεη όηη ν θξίζηκνο αξηζκόο Reynolds είλαη κεγαιύηεξνο όζν 

ιηγόηεξεο είλαη νη δηαηαξαρέο πξηλ ην ζσιήλα. Απηό επηβεβαηώζεθε 

πεηξακαηηθά από ηνπο H.T. Barnes θαη E.G. Coker (1905) θαη αξγόηεξα 

από ηνλ L. Schiller (1922) όπνπ βξέζεθαλ ηηκέο έσο θαη Recrit=20000. Ο 

V.W. Ekman (1910) ρξεζηκνπνηώληαο κία είζνδν ρσξίο θαζόινπ 

δηαηαξαρέο έθηαζε ζηελ ηηκή Recrit=40000. Από ηελ άιιε κεξηά, 

δηαθνξεηηθά πεηξάκαηα έρνπλ δείμεη όηη ππάξρεη έλα θαηώηεξν όξην ηνπ 
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Recrit ην νπνίν είλαη πεξίπνπ Recrit=2000. Κάησ από απηήλ ηελ ηηκή ηνπ 

αξηζκνύ Reynolds, αθόκε θαη αλ νη δηαηαξαρέο είλαη πνιύ ηζρπξέο, ε ξνή 

παξακέλεη ζηξσηή. 

 Με ηε κεηάβαζε από ηε ζηξσηή ζηελ ηπξβώδε ξνή ζπλδέεηαη 

επίζεο θαη κία αμηνζεκείσηε κεηαβνιή ζην λόκν νπηζζέιθνπζαο ηνπ 

ζσιήλα. Δλώ ζηε ζηξσηή ξνή ε πηώζε πίεζεο ε νπνία θηλεί ηε ξνή είλαη 

αλάινγε ηεο πξώηεο δύλακεο ηεο ηαρύηεηαο um, απηή ε θιίζε ηεο πίεζεο 

ζηελ ηπξβώδε ξνή είλαη ζρεδόλ αλάινγε ηνπ ηεηξαγώλνπ ηεο κέζεο 

ηαρύηεηαο. Απηή ε κεγάιε αληίζηαζε ζηε ξνή νθείιεηαη ζηελ ηπξβώδε 

κηθηή θίλεζε.  

 

 
 

ρήκα 4.2 Υξνληθή κεηαβνιή ηεο ηαρύηεηαο ξνήο ζε ζσιήλα θνληά ζηε 

κεηάβαζε ζηξσηήο-ηπξβώδνπο γηα δηάθνξεο απνζηάζεηο r από ην θέληξν 

ηνπ ζσιήλα (J.C. Rotta 1956) [2]. 

Αξηζκόο Reynolds Re=umd/λ=2550 

Μήθνο x/d=322 

Σαρύηεηα um=4.27 m/s 

 

 Λεπηνκεξείο πεηξακαηηθέο κειέηεο ηεο κεηάβαζεο από ηε ζηξσηή 

ζηελ ηπξβώδε ξνή ζε ζσιήλεο έρνπλ δείμεη όηη ε ξνή έρεη έλα 

«δηαθνπηόκελν ραξαθηήξα» ζε κία πεξηνρή ηηκώλ ηνπ αξηζκνύ Reynolds 

θνληά ζηελ θξίζηκε ηηκή. Με απηό ελλννύκε όηη ε ξνή είλαη ελίνηε 

ζηξσηή θαη ελίνηε ηπξβώδεο. ην ζρήκα 4.2 απεηθνλίδνληαη κεηξήζεηο 

ηνπ J.C. Rotta (1956) πνπ δείρλνπλ ηελ εμάξηεζε ηεο ηαρύηεηαο από ην 

ρξόλν ζε δηαθνξεηηθέο ζέζεηο θαηά κήθνο ηεο αθηίλαο. Η απεηθόληζε ηεο 
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ηαρύηεηαο δείρλεη όηη  ππάξρνπλ ρξνληθά δηαζηήκαηα ζηξσηήο θαη 

ηπξβώδνπο ξνήο πνπ ζπκβαίλνπλ ην έλα κεηά ην άιιν κε αθαλόληζην 

ηξόπν. Κνληά ζην θέληξν ηνπ ζσιήλα, ε ηαρύηεηα ζηα δηαζηήκαηα πνπ ε 

ξνή είλαη ζηξσηή είλαη κεγαιύηεξε από ηε ρξνληθή κέζε ηηκή ησλ 

δηαζηεκάησλ ηπξβώδνπο ξνήο. Κνληά ζην ηνίρσκα ηνπ ζσιήλα 

ζπκβαίλεη ην αληίζηξνθν. Αθνύ ηα πεηξάκαηα έγηλαλ κε ζηαζεξή 

νγθνκεηξηθή παξνρή, πξέπεη λα ζπκπεξάλνπκε όηη ε θαηαλνκή ηαρύηεηαο 

ελαιιάζζεηαη κεηαμύ κηαο αλεπηπγκέλεο ζηξσηήο ξνήο θαη κηαο πιήξσο 

αλεπηπγκέλεο ηπξβώδνπο ξνήο (θακπύιεο b ή α ζην ζρήκα 4.1). 

 

 
ρήκα 4.3 Παξάγνληαο δηαθνπώλ γ γηα ξνή ζε ζσιήλα θνληά ζηε 

κεηάβαζε από ζηξσηή ζε ηπξβώδε ξνή ζπλαξηήζεη ηνπ κήθνπο x/d ζε 

δηαθνξεηηθνύο αξηζκνύο Reynolds (J. Rotta 1956) [2] 

γ=1 ζπλερώο ηπξβώδεο 

γ=0 ζπλερώο ζηξσηή. 

 

Ο θπζηθόο ραξαθηήξαο απηήο ηεο ξνήο εθθξάδεηαη από ηνλ 

ζπληειεζηή δηαθνπώλ γ. Απηόο εθθξάδεη ην θιάζκα ηνπ ρξόλνπ ζην 

νπνίν ππάξρεη ηπξβώδεο ξνή ζε κία ζπγθεθξηκέλε ζέζε. Δπνκέλσο γ=1 

ζεκαίλεη ζπλερώο ηπξβώδεο ξνή θαη γ=0 ζπλερώο ζηξσηή ξνή. ην 

ζρήκα 4.3 θαίλεηαη ν ζπληειεζηήο δηαθνπώλ ζε δηαθνξεηηθνύο αξηζκνύο 

Reynolds θαηά κήθνο ηνπ x. Γηα ζηαζεξή ηηκή ηνπ αξηζκνύ Reynolds, ν 

παξάγνληαο δηαθνπώλ απμάλεηαη ζπλερώο κε ηελ απόζηαζε. Η κεηάβαζε 
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ζπκβαίλεη ζηελ πεξηνρή από Re=2300 έσο Re=2600. Κνληά ζην 

θαηώηεξν όξην ε αλάπηπμε από ζηξσηή ζε πιήξσο ηπξβώδε ξνή 

ζπκβαίλεη ζε πνιύ κεγάιν κήθνο ζσιήλα, ρηιηάδεο θνξέο κεγαιύηεξν 

από ηε δηάκεηξν ηνπ ζσιήλα. 

 Οη δηαδηθαζίεο πνπ πεξηγξάθεθαλ γηα ηε ξνή ζε ζσιήλα κε 

θπθιηθή δηαηνκή ζπκβαίλνπλ κε παξόκνην ηξόπν ζηελ πεξίπησζε ξνήο 

ζε επίπεδν θαλάιη. 

 Η κεηάβαζε από ζηξσηή ζε ηπξβώδε ξνή είλαη έλα πξόβιεκα 

επζηάζεηαο, πνπ βαζίδεηαη ζηελ ηδέα όηη ε ζηξσηή ξνή επεξεάδεηαη από 

θάπνηεο κηθξέο δηαηαξαρέο, ζαλ απηέο πνπ ζπκβαίλνπλ ζηελ είζνδν ηνπ 

ζσιήλα. Μόλν ζε αξθεηά πςεινύο αξηζκνύο Reynolds όπνπ ε απόζβεζε 

εμαηηίαο ηνπ ημώδνπο δελ είλαη αξθεηή, έηζη ώζηε νη δηαηαξαρέο λα 

γίλνληαη πην έληνλεο θαη λα πξνθαινύλ ηελ έλαξμε ηεο κεηάβαζεο πξνο 

ηελ ηύξβε. 

 Οη αξρηθέο δηαηαξαρέο πνπ ζπκβαίλνπλ ζε επίπεδα νξηαθά 

ζηξώκαηα είλαη δηζδηάζηαηεο αιιά ζηε ζπλέρεηα εμειίζζνληαη ζε 

ηξηζδηάζηαηεο. 

 Μειέηεο ηνπ παξαβνιηθνύ πξνθίι ηεο ηαρύηεηαο ζε ξνή ζε 

ζσιήλα κέζσ ηεο ζεσξίαο επζηάζεηαο δείρλνπλ όηη ην πξνθίι είλαη 

ζηαζεξό ζε ζρέζε κε ηηο δηζδηάζηαηεο δηαηαξαρέο. Η κεηάβαζε από 

ζηξσηή ζε ηπξβώδε ξνή ζηνπο ζσιήλεο νθείιεηαη ζε ηξηζδηάζηαηεο 

δηαηαξαρέο εμαξρήο. 

 

4.1.2 Μεηάβαζη ζηο οπιακό ζηπώμα 

ε ζύγθξηζε κε ηηο κειέηεο ζε ξνή ζε ζσιήλα, αξγόηεξα αλαθαιύθζεθε 

όηη ην νξηαθό ζηξώκα θνληά ζε ζώκα κπνξεί επίζεο λα είλαη ζηξσηό ή 

ηπξβώδεο. ε απηήλ ηελ πεξίπησζε, ε ζπλνιηθή ζπκπεξηθνξά ηεο ξνήο 

πέξα από ην ζώκα, εηδηθόηεξα ε δύλακε πνπ δξα ζην ζώκα, εμαξηάηαη 

ηζρπξά από ην θαηά πόζνλ ην νξηαθό ζηξώκα είλαη ζηξσηό ή ηπξβώδεο. 

Η κεηάβαζε ζηξσηήο-ηπξβώδνπο ζην νξηαθό ζηξώκα ελόο ζηεξενύ 

ζώκαηνο επεξεάδεηαη από πνιιέο παξακέηξνπο. Οη ζεκαληηθόηεξεο από 

απηέο, πέξα από ηνλ αξηζκό Reynolds, είλαη ε θαηαλνκή πίεζεο ηεο 

εμσηεξηθήο ξνήο, ε θύζε ηνπ ηνηρώκαηνο (ηξαρύηεηα) θαη ην επίπεδν 

δηαηαξαρώλ ηεο εμσηεξηθήο ξνήο (έληαζε ηύξβεο). ην ζρήκα 4.4 

θαίλεηαη ε κεηάβαζε ζηξσηήο-ηπξβώδνπο ζην νξηαθό ζηξώκα ελόο 

ζηεξενύ εθ πεξηζηξνθήο. Πξόθεηηαη γηα κία ζηηγκηαία εηθόλα ηεο δνκηθήο 

αλάπηπμεο ζηε κεηαβαηηθή πεξηνρή. Η πεξηνρή ηεο ζηξσηήο ξνήο 
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αληηθαζίζηαηαη από αμνλνζπκκεηξηθά θύκαηα πνπ νλνκάδνληαη θύκαηα 

Tollmien-Schlichting. Απηά πξνθαινύλ ηελ έλαξμε ηεο κεηάβαζεο ζηελ 

ηπξβώδε ξνή κέζσ ηνπ ζρεκαηηζκνύ κηαο κεηαγελέζηεξεο 

ραξαθηεξηζηηθήο ηξηζδηάζηαηεο δνκήο. 

 

 

 
ρήκα 4.4 Άπνςε ηεο δηαδηθαζίαο κεηάβαζεο ζην νξηαθό ζηξώκα θνληά 

ζε ζηεξεό ζώκα εθ πεξηζηξνθήο (F.N.M. Brown 1957) [2]. 

 

 

Δπίπεδη πλάκα ζε μηδενική γωνία ππόζπηωζηρ 

Όπσο θαη ζε έλα ζηεξεό εθ πεξηζηξνθήο ε κεηάβαζε ζηξσηήο-

ηπξβώδνπο κπνξεί λα παξαηεξεζεί ζε επίπεδε πιάθα ζε κεδεληθή γσλία 

πξόζπησζεο. Γηα ην ζηξσηό νξηαθό ζηξώκα έρεη δεηρζεί όηη ην πάρνο ηνπ 

νξηαθνύ ζηξώκαηνο απμάλεηαη κε ην x , όπνπ x είλαη ε απόζηαζε από 

ην κπξνζηηλό άθξν. Η κεηάβαζε από ην ζηξσηό ζην ηπξβώδεο νξηαθό 

ζηξώκα κειεηήζεθε αξρηθά από ηνπο J.M. Burgers (1924), B.G. Van der 

Hegge Zijnen (1924), αξγόηεξα από ηνλ M. Hansen (1928) θαη πην 

επηζηακέλα από ηνλ H.L. Dryden (1934, 1937, 1939). Κνληά ζην 

κπξνζηηλό άθξν ηεο πιάθαο, ην νξηαθό ζηξώκα είλαη αξρηθά πάληα 

ζηξσηό αιιά παξαθάησ θαηά κήθνο ηεο ξνήο γίλεηαη ηπξβώδεο. Γηα κία 

πιάθα κε αηρκεξό κπξνζηηλό άθξν, ε κεηάβαζε ζηξσηήο-ηπξβώδνπο ζε 
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θαλνληθό ξεύκα αέξα ζπκβαίλεη ζε απόζηαζε x από ην κπξνζηηλό άθξν 

πνπ δίλεηαη από ηε ζρέζε: 

5

, 105.3Re 







 

crit

critx

xU


 κε 10

6
 

 

Όπσο θαη ζε έλα ζσιήλα, ν θξίζηκνο αξηζκόο Reynolds γηα κία πιάθα ζε 

κεδεληθή γσλία πξόζπησζεο κπνξεί λα απμεζεί αλ εμαζθαιηζηεί κία 

εμσηεξηθή ξνή ρσξίο δηαηαξαρέο (κηθξή έληαζε ηύξβεο). 

 

 
 

ρήκα 4.5 ρεκαηηθή απεηθόληζε ηεο κεηάβαζεο ζηξσηήο-ηπξβώδνπο 

ζην νξηαθό ζηξώκα επίπεδεο πιάθαο ζε κεδεληθή γσλία πξόζπησζεο 

από ηελ εξγαζία ηνπ F.M. White (1974) [2]. 

(1) Δπζηαζήο ζηξσηή ξνή 

(2) Αζηαζή θύκαηα Tollmien-Schlichting 

(3)  Σξηζδηάζηαηα θύκαηα θαη ζρεκαηηζκόο δίλεο (δνκέο Λ) 

(4) Απόζβεζε δίλεο 

(5) ρεκαηηζκόο ζηηγκάησλ ηύξβεο 

(6) Πιήξσο ηπξβώδεο ξνή 

 

Σα πεηξακαηηθά απνηειέζκαηα θαίλνληαη ζην ζρήκα 4.5. Γηζδηάζηαηα 

θύκαηα Tollmien-Schlichting ζπκβάιινπλ ζην ζηξσηό νξηαθό ζηξώκα ζε 

κία αδηάθνξε ηηκή ηνπ αξηζκνύ Reynolds Reind. Απηά κπνξνύλ λα 
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πεξηγξαθνύλ ρξεζηκνπνηώληαο ζεσξία επζηάζεηαο. Δπεηδή ππάξρνπλ 

δεπηεξεύνπζεο αζηάζεηεο νη ηξηζδηάζηαηεο δηαηαξαρέο ζπκβάιινπλ 

πεξηζζόηεξν θαηάληε. Απηέο νδεγνύλ ζην ζρεκαηηζκό κίαο 

ραξαθηεξηζηηθήο δνκήο Λ. Οη δίλεο Λ αληηθαζίζηαληαη από ηπξβώδε 

ζηίγκαηα ηα νπνία πξνθαινύλ ηελ έλαξμε ηεο κεηάβαζεο ζηελ πιήξσο 

ηπξβώδε ξνή. Όηαλ Rex=Rex,crit, ε δηαδηθαζία κεηάβαζεο είλαη πιήξεο 

θαη πεξαηηέξσ θαηάληε ε ξνή είλαη πιήξσο ηπξβώδεο.  

 

 

 
 

ρήκα 4.6 Αλάπηπμε ελόο ηερλεηνύ ζηίγκαηνο ηύξβεο ζην κεηαβαηηθό 

νξηαθό ζηξώκα επίπεδεο πιάθαο ζε κεδεληθή γσλία πξόζπησζεο [2]. 

(I) Μεηξήζεηο ησλ G.B. Schubauer, P.S. Klebanoff (1955). 

(a) Κάηνςε 

(b) Πιατλή όςε ελόο ηερλεηνύ ζηίγκαηνο ηύξβεο ζηε ζέζε Α ζε 

απόζηαζε πεξίπνπ 70cm από ηε ζέζε ηεο εκθάληζεο. Η ζέζε Α 

είλαη πεξίπνπ 70cm πίζσ από ην κπξνζηηλό άθξν ηεο πιάθαο. 
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α=11.3
ν
, ζ=15.3

ν
, δ=πάρνο ζηξσηνύ νξηαθνύ ζηξώκαηνο, ηαρύηεηα 

ειεπζέξνπ ξεύκαηνο U∞=10m/s. 

(1) θαη (2): παικνγξάθεκα αλεκνκέηξνπ πνπ θηλείηαη κέζσ ελόο 

ηερλεηνύ ζηίγκαηνο ηύξβεο θαη ελόο θπζηθνύ ζηίγκαηνο ηύξβεο 

αληίζηνηρα. 

Υξνληθό δηάζηεκα αλάκεζα ζε δύν ζεκάδηα: s/60. 

(II) εηθόλα από ηνλ R. Falco (1980). 

 

Μειέηεο πνπ έγηλαλ από ηνπο H.W. Emmons,A.E. Bryson (1951/52) θαη 

G.B. Schubauer, P.S. Klebanoff (1955) έδεημαλ όηη ηα ζηίγκαηα ηύξβεο 

ζην ζρήκα 4.6 εκθαλίδνληαη αθαλόληζηα ζε απζαίξεηεο ζέζεηο ζην 

νξηαθό ζηξώκα θαη πεξηπιαληνύληαη θαηάληε ζε κία πεξηνρή 

ζθελνεηδνύο ζρήκαηνο. Σέηνηα ζηίγκαηα ηύξβεο εκθαλίδνληαη 

αθαλόληζηα ζην ρξόλν ζε δηάθνξεο αθαλόληζηα θαηαλεκεκέλεο ζέζεηο 

ζηελ πιάθα.  

 

 
ρήκα 4.7 Καηαλνκή ηαρύηεηαο ηνπ νξηαθνύ ζηξώκαηνο πιάθαο 

θνληά ζηε κεηάβαζε ζηξσηήο-ηπξβώδνπο. Μεηξήζεηο ησλ G.B. 

Schubauer, P.S. Klebanoff (1955) [2]. 

(1)  ηξσηή, πξνθίι Blasius 

(2) Σπξβώδεο, δ=17mm 

Δμσηεξηθή ηαρύηεηα U∞=27m/s 
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Έληαζε ηύξβεο εμσηεξηθήο ξνήο Tu=3
.
10

-4
. 

 

Όπσο κπνξνύκε λα δνύκε από ην ζρήκα 4.5 ε κεηάβαζε ζπκβαίλεη καδί 

κε κία κεγάιε αύμεζε ζην πάρνο ηνπ νξηαθνύ ζηξώκαηνο. ην ζηξσηό 

νξηαθό ζηξώκα ην αδηάζηαην πάρνο νξηαθνύ ζηξώκαηνο 

U
x


 είλαη 

ζηαζεξό θαη πξνζεγγηζηηθά ίζν κε 5. ην ζρήκα 1.4 θαίλεηαη απηό ην 

αδηάζηαην πάρνο νξηαθνύ ζηξώκαηνο ζπλαξηήζεη ηνπ αξηζκνύ Reynolds 

πνπ ζρεκαηίδεηαη κε ην κήθνο x, δειαδή, Rex=U∞x/λ. Γηα 5103Re x
 

ζπκβαίλεη κία κεγάιε αύμεζε ζην πάρνο ηνπ νξηαθνύ ζηξώκαηνο.  

 

 
ρήκα 4.8 Μεηαβνιή ηνπ παξάγνληα κνξθήο Η12=δ1/δ2 γηα ην νξηαθό 

ζηξώκα πιάθαο θνληά ζηε κεηάβαζε ζηξσηήο-ηπξβώδνπο. Μεηξήζεηο 

ησλ G.B. Schubauer, P.S. Klebanoff (1955) [2]. 

 

Δπίζεο, ππάξρεη κία αμηνζεκείσηε αιιαγή ζηε κνξθή ηεο 

θαηαλνκήο ηεο ρξνληθήο κέζεο ηηκήο ηεο ηαρύηεηαο. ην ζρήκα 4.7 

θαίλεηαη ην πξνθίι ηεο ηαρύηεηαο ζηε κεηαβαηηθή πεξηνρή από πεξίπνπ 

Rex=3
.
10

6
 έσο 4

.
10

6
 γηα έλα ειεύζεξν ξεύκα κε πνιύ ρακειή έληαζε 
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ηύξβεο ζύκθσλα κε ηηο κεηξήζεηο ησλ G.B. Schubauer, P.S. Klebanoff 

(1955). Μέζα ζε απηήλ ηελ πεξηνρή ε θαηαλνκή ηαρύηεηαο αλαπιάζεηαη 

από ηε κνξθή ηνπ πξνθίι Blasius γηα ην ζηξσηό νξηαθό ζηξώκα πιάθαο 

ζε εθείλν ηνπ πιήξσο ηπξβώδνπο νξηαθνύ ζηξώκαηνο πιάθαο. 

Μαδί κε ηελ αιιαγή ηεο κνξθήο ηνπ πξνθίι ηαρύηεηαο ζηελ κεηαβαηηθή 

πεξηνρή, ππάξρεη κία ηζρπξή κείσζε ζηνλ παξάγνληα κνξθήο Η12=δ1/δ2, 

όπσο θαίλεηαη ζην ζρήκα 4.8. Γηα ην νξηαθό ζηξώκα πιάθαο ν 

παξάγνληαο κνξθήο από ηελ ηηκή Η12=2.59in ζηε ζηξσηή πεξηνρή 

κεηώλεηαη ζε Η12=1.4 ζηελ ηπξβώδε πεξηνρή. 

Τπάξρεη επίζεο κία κεγάιε κεηαβνιή ζηελ νπηζζέιθνπζα (ζε απηήλ ηελ 

πεξίπησζε είλαη νπηζζέιθνπζα ηξηβήο) ζηελ κεηάβαζε ζηξσηήο-

ηπξβώδνπο. Δλώ ε νπηζζέιθνπζα ηξηβήο γηα ζηξσηή ξνή είλαη αλάινγε 

ηνπ U∞
3/2

 (εμίζσζε 1.7), γηα ηπξβώδε ξνή είλαη D~(U∞/lnU∞)
2
 ζύκθσλα 

κε ηελ (1.14). 

 

Λεπηό ζώμα 

Έρεη απνδεηρζεί όηη ζηε ξνή ζην νξηαθό ζηξώκα ε θιίζε ηεο πίεζεο θαηά 

κήθνο ηνπ ηνηρώκαηνο έρεη ζεκαληηθή επίδξαζε ζηε ζέζε ηεο 

κεηαβαηηθήο πεξηνρήο. ηελ πεξηνρή πνπ κεηώλεηαη ε πίεζε 

(επηηαρπλόκελε ξνή), ην νξηαθό ζηξώκα γεληθά παξακέλεη ζηξσηό, ελώ 

αθόκε θαη κία κηθξή αύμεζε ζηελ πίεζε γεληθά πξνθαιεί ηε κεηάβαζε. 

Γηα ιεπηά ζώκαηα (αεξνηνκέο, ζώκαηα γξακκώλ ξνήο) ε νπηζζέιθνπζα 

ηξηβήο κπνξεί λα κεησζεί πνιύ επηιέγνληαο θαηάιιεια ηε κνξθή ηνπ 

ζώκαηνο θαη ζπλεπώο ηελ θαηαλνκή πίεζεο έηζη ώζηε ην ζεκείν 

κεηάβαζεο λα είλαη όζν πην πίζσ γίλεηαη. Απηό επηηπγράλεηαη 

κεηαθέξνληαο ηε ζέζε ζηελ νπνία ε αεξνηνκή είλαη επξύηεξε καθξηά 

πξνο ηα πίζσ. Γηα ηέηνηεο αεξνηνκέο όπνπ ην νξηαθό ζηξώκα παξακέλεη 

ζηξσηό γηα κεγάιε απόζηαζε (ζηξσηέο αεξνηνκέο), ε νπηζζέιθνπζα 

ηξηβήο κπνξεί λα κεησζεί πεξίπνπ ζην κηζό ζε ζρέζε κε ηηο θαλνληθέο 

αεξνηνκέο.  

 Άιια κέηξα όπσο ε αλαξξόθεζε ηνπ νξηαθνύ ζηξώκαηνο κπνξνύλ 

λα ρξεζηκνπνηεζνύλ γηα λα κεηαβιεζεί πεξηζζόηεξν ε ζέζε ηεο 

κεηαβαηηθήο δώλεο θαη επνκέλσο ε νπηζζέιθνπζα ηνπ ζώκαηνο. 

 

Αμβλέα ζώμαηα 

Έλα εμαηξεηηθό θαηλόκελν ην νπνίν ζρεηίδεηαη κε ηε κεηάβαζε ζηξσηήο-

ηπξβώδνπο ζηα νξηαθά ζηξώκαηα εκθαλίδεηαη ζηα ακβιέα ζώκαηα όπσο 
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νη ζθαίξεο θαη νη θπθιηθνί θύιηλδξνη. ε αξηζκνύο Reynolds πεξίπνπ 

Re=Vd/λ=3
.
10

5
 ζπκβαίλεη κία απόηνκε θαη κεγάιε κείσζε ζην 

ζπληειεζηή νπηζζέιθνπζαο. Απηή ε ε κεγάιε κείσζε ζηελ 

νπηζζέιθνπζα αλαθαιύθζεθε από ηνλ G. Eiffel (1912) γηα ηε ζθαίξα θαη 

είλαη απνηέιεζκα ηεο κεηάβαζεο ζην νξηαθό ζηξώκα. Όηαλ ην νξηαθό 

ζηξώκα είλαη ηπξβώδεο, ε ζέζε δηαρσξηζκνύ κεηαηνπίδεηαη πξνο ηα πίζσ 

θαη έηζη ε πεξηνρή αθύπληζεο γίλεηαη πνιύ πην ζηελή. Ο L. Prandtl (1914) 

έδεημε όηη απηή ε εμήγεζε είλαη πξάγκαηη ζσζηή ηνπνζεηώληαο έλα ιεπηό 

ζπξκάηηλν βξόρν γύξσ από ηε ζθαίξα αθξηβώο κπξνζηά από ηνλ 

ηζεκεξηλό. Απηό εμαλάγθαζε κε ηερλεηό ηξόπν ην ζηξσηό νξηαθό 

ζηξώκα λα γίλεη ηπξβώδεο ζε κηθξόηεξν αξηζκό Reynolds θαη νκνίσο 

πέηπρε ηελ ίδηα ρακειή νπηζζέιθνπζα κε απηήλ πνπ θαλνληθά ζπκβαίλεη 

ζε πςειόηεξνπο αξηζκνύο Reynolds. ην ζρήκα 1.14 θαίλνληαη εηθόλεο 

ηεο ξνήο γύξσ από ζθαίξα ζηελ ππνθξίζηκε ξνή κε κεγάιν ίρλνο θαη 

νπηζζέιθνπζα, θαη κία ζθαίξα ζηελ ππεξθξίζηκε ξνή κε κηθξό ίρλνο θαη 

ρακειή νπηζζέιθνπζα. Η δεύηεξε θαηάζηαζε παξάγεηαη κε ην ζπξκάηηλν 

βξόρν ηνπ Prandtl. Απηό ην πείξακα απέδεημε κε πεηζηηθό ηξόπν όηη ην 

πέηαγκα ζηελ θακπύιε νπηζζέιθνπζαο ηεο ζθαίξαο κπνξεί λα 

θαηαλνεζεί κόλν σο έλα θαηλόκελν νξηαθνύ ζηξώκαηνο ην νπνίν έρεη λα 

θάλεη κε ηε κεηάβαζε ζηξσηήο-ηπξβώδνπο. 
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5. ΠΔΙΡΑΜΑΣΙΚΗ ΓΙΑΣΑΞΗ 
 

5.1 ΠΔΡΙΓΡΑΦΗ 

 

 Σν πείξακα εθηειέζηεθε ζηνλ πάγθν ξνήο αέξα. Ο πάγθνο ξνήο 

αέξα (ζρήκα 5.1) απνηειείηαη νπζηαζηηθά από έλαλ αλεκηζηήξα, ν νπνίνο 

απνξξνθά αέξα από ηελ αηκόζθαηξα θαη ηνλ δηνρεηεύεη ζε έλαλ ζσιήλα, 

πνπ κε ηε ζεηξά ηνπ ηνλ νδεγεί ζε έλα δνρείν ζην πάλσ κέξνο ηεο 

ζπζθεπήο.  

 
ρήκα 5.1 Πάγθνο ξνήο αέξα [1]. 
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ηνλ ζσιήλα ππάξρεη κία βαιβίδα ειέγρνπ ξνήο ηνπ αέξα. Ο 

αέξαο εηζέξρεηαη όπσο θαίλεηαη ζην ζρήκα θαη θαηαιήγεη ζε έλα δνρείν 

ζπγθέληξσζεο αέξα ζηελ θνξπθή ηεο ζπζθεπήο. ηελ ζπλέρεηα, 

επηηαρύλεηαη θαηεξρόκελνο ζην ζπγθιίλνλ ηκήκα ηεο ζπζθεπήο. Μεηά 

από απηό εηζέξρεηαη ζηελ πεξηνρή όπνπ είλαη ηνπνζεηεκέλε ε κηθξή 

ζπζθεπή ζηελ νπνία εθηειείηαη ην πείξακα. Η ζπζθεπή απηή ζηεξίδεηαη 

κε ηε βνήζεηα δύν εηδηθώλ θιηπ ζύλδεζεο. Σειηθά ν εηζεξρόκελνο αέξαο 

απνκαθξύλεηαη εάλ απηό ρξεηάδεηαη, από κία νπή ζηε βάζε ηνπ πάγθνπ 

αέξα. Η απνκάθξπλζε απηή είλαη απαξαίηεηε ζηελ πεξίπησζε πνπ 

ρξεζηκνπνηνύκε ζην πείξακα θαπλό, ελώ ζε άιιεο πεξηπηώζεηο ε νπό 

απνκάθξπλζεο ηνπ αέξα ζην πεξηβάιινλ δελ ρξεζηκνπνηείηαη.  

 Ο πάγθνο ξνήο αέξα είλαη εθνδηαζκέλνο κε έλα βαξόκεηξν θαη έλα 

ζεξκόκεηξν γηα ηελ θαηαγξαθή ηεο αηκνζθαηξηθήο πίεζεο θαη ηεο 

ζεξκνθξαζίαο θαηά ηε δηάξθεηα ησλ πεηξακάησλ. Απηά ηα δεδνκέλα καο 

βνεζνύλ ώζηε λα κπνξνύκε λα ππνινγίζνπκε δηάθνξεο θπζηθέο ηδηόηεηεο 

ηνπ αέξα θαηά ηε δηάξθεηα ησλ πεηξακάησλ, όπσο ε ππθλόηεηα θαη ην 

ημώδεο. Μαδί κε ηνλ πάγθν αέξα έρνπκε επίζεο έλα πνιπκαλόκεηξν ην 

νπνίν κπνξεί λα ιεηηνπξγεί ζε δηαθνξεηηθέο θιίζεηο θαη σο καλνκεηξηθό 

πγξό πεξηέρεη αηζπιηθή αιθνόιε. ην καλόκεηξν απηό ζπλδένληαη 

πηεδόκεηξα πνπ δηαζέηνπλ νη δηάθνξεο πξνζαξκνδόκελεο ζπζθεπέο γηα ηα 

πεηξάκαηα όπσο θαη ζσιήλεο Pitot ή Prandtl. 

 Λεπηνκέξεηα από ην πνιπκαλόκεηξν θαίλεηαη ζην ζρήκα 5.2. Με 

ην πνιπκαλόκεηξν πνπ ρξεζηκνπνηνύκε κεηξάκε ζρεηηθέο πηέζεηο. 

Δπίζεο πξέπεη λα αθαηξνύκε από θάζε αλάγλσζε κέηξεζεο ηελ πίεζε 

αλαθνξάο, pr ηνπ ζρήκαηνο 5.2, δειαδή απηή πνπ θαηαγξάθνπκε ζηελ 

αξρή ησλ κεηξήζεσλ αλάινγα κε ην ύςνο ηνπ δνρείνπ ηνπ καλνκεηξηθνύ 

πγξνύ. Σν ύςνο ηνπ δνρείνπ ξπζκίδεηαη κε εηδηθνύο ξπζκηζηέο θαη ε 

απαξαίηεηε νξηδνληίσζε γίλεηαη κε θνριίεο ζηε βάζε ηνπ καλνκέηξνπ. Η 

νξηδνληίσζε ειέγρεηαη κε αιθάδη πξνζαξκνζκέλν ζηε δεμηά πιεπξά ηεο 

ζπζθεπήο. πλήζσο, ην πξώην πηεδόκεηξν ηνπ καλνκέηξνπ ην αθήλνπκε 

αλνηθηό ζηελ αηκνζθαηξηθή πίεζε. Αλ επηζπκνύκε λα κεηξήζνπκε θαη 

άιιεο ζρεηηθέο πηέζεηο εθηόο από ηελ αηκνζθαηξηθή κπνξνύκε λα 

κεηξήζνπκε ζε ζρέζε κε ην δνρείν ζπγθέληξσζεο αέξα ή κε ηελ είζνδν 

ζηελ εθάζηνηε πεηξακαηηθή ζπζθεπή. ε απηά ηα ζεκεία ππάξρνπλ 

αλακνλέο όπνπ κπνξνύκε λα ζπλδέζνπκε ζσιελάθηα κε ηα αληίζηνηρα 

πηεδόκεηξα. 
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ρήκα 5.2 Πνιπκαλόκεηξν πάγθνπ ξνήο αέξα [1]. 

 

Η πεηξακαηηθή καο ζπζθεπή γηα ηε κειέηε ηνπ νξηαθνύ ζηξώκαηνο 

πνπ αλαπηύζζεηαη πάλσ από πιάθα πξνζαξκόδεηαη πάλσ ζηνλ πάγθν 

ξνήο αέξα. Η ζπζθεπή θαίλεηαη ζην ζρήκα 5.3. Απνηειείηαη από έλα 

δηάθαλν plexiglass κέζα ζην νπνίν ζηεξίδεηαη ε πιάθα πνπ κειεηάκε ηε 

ξνή κε ηε βνήζεηα ελόο πείξνπ ζηήξημεο. Η ξνή ηνπ αέξα είλαη από πάλσ 

πξνο ηα θάησ θαη ζηα πιατλά ηεο ζπζθεπήο ππάξρνπλ εζσηεξηθέο 

επηθάλεηεο νη νπνίεο απνζπώληαη. Αλάινγα κε ηε ξύζκηζε ησλ 

επηθαλεηώλ δεκηνπξγνύκε επηηαρπλόκελε ή επηβξαδπλόκελε ηαρύηεηα 

ειεύζεξνπ ξεύκαηνο. Αλ απηέο νη επηθάλεηεο αθαηξεζνύλ εληειώο, ηόηε 

έρνπκε νκνηόκνξθε ξνή ειεύζεξνπ ξεύκαηνο. 
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ρήκα 5.3 πζθεπή κειέηεο νξηαθνύ ζηξώκαηνο πάλσ από πιάθα. (Α) 

Μειέηε γηα όιν ην κήθνο ηεο πιάθαο L=256mm, (B) Μειέηε γηα κήθνο 

L=156mm [1]. 

   

ην θάησ κέξνο ηεο πιάθαο είλαη πξνζαξκνζκέλνο έλαο ζσιήλαο 

Pitot κε ηνλ νπνίν θάλνπκε ηηο κεηξήζεηο. Όπσο βιέπνπκε, νη κεηξήζεηο 

γίλνληαη δεμηά ηεο πιάθαο (επηθάλεηαο) θαη ν ζσιήλαο Pitot θηλείηαη 

θάζεηα πξνο ηελ επηθάλεηα, απνκαθξπλόκελνο από απηή, κε ηε βνήζεηα 

κηαο πεξηζηξεθόκελεο θεθαιήο πνπ έρεη πξνζαξκνζκέλν έλα κηθξόκεηξν 

κέηξεζεο απόζηαζεο (βεξληέξνο). Ο βεξληέξνο έρεη αθξίβεηα κέηξεζεο 

10
-5

 m. Πεξηζηξέθνληαο ηελ θεθαιή κεηαθηλνύκε ηνλ ζσιήλα Pitot κέρξη 

λα αθνπκπήζεη ζηελ πιάθα. Μεηά πεξηζηξέθνπκε κε ηελ αληίζεηε θνξά 

θαη κε απηόλ ηνλ ηξόπν κεηξάκε ηελ θάζεηε κεηαηόπηζε ηεο θεθαιήο ηνπ 

ζσιήλα Pitot από ηελ πιάθα. Λεπηνκέξεηεο ηεο δηάηαμεο θαίλνληαη ζην 

ζρήκα 5.4. Δίλαη ζεκαληηθό λα επηζεκάλνπκε όηη όηαλ ν ζσιήλαο Pitot 

αθνπκπάεη πάλσ ζηελ επηθάλεηα, ην θέληξν ηνπ έρεη θάπνηα απόθιηζε 

από ηελ επηθάλεηα ηεο πιάθαο. Πξαθηηθά είλαη αδύλαην λα πάξνπκε 
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κέηξεζε αθξηβώο πάλσ ζηελ επηθάλεηα. Σν πάρνο ηνπ ζσιήλα Pitot ζηελ 

νπή είλαη ζπλνιηθά 0.4mm πξάγκα πνπ ζεκαίλεη όηη ε πξώηε κέηξεζε 

όηαλ ν ζσιήλαο αθνπκπάεη ζηελ επηθάλεηα ιακβάλεηαη γηα απόζηαζε 

y=0.2mm από ηελ πιάθα θαη όρη γηα y=0.0mm. 

 

 
 

ρήκα 5.4 Λεπηνκέξεηα ηνπ ζσιήλα Pitot πνπ είλαη πξνζαξκνζκέλνο 

πάλσ ζην κηθξόκεηξν κέηξεζεο απόζηαζεο [1]. 

 

 Η πιάθα έρεη επίζεο εγθνπέο ζηήξημεο ζε δηάθνξα ζεκεία θαηά 

κήθνο ηεο. Απηό γίλεηαη γηα λα κπνξνύκε λα κειεηήζνπκε ην νξηαθό 

ζηξώκα πνπ αλαπηύζζεηαη ζε δηάθνξα κήθε ηεο πιάθαο. Δπεηδή ν 

ζσιήλαο Pitot δελ θηλείηαη θαηά ύςνο, κπνξνύκε λα αιιάμνπκε ην κήθνο 

ηεο πιάθαο πνπ εθηίζεηαη ζην ειεύζεξν ξεύκα ζηεξίδνληάο ηελ κε ηνλ 

πείξν ζε δηαθνξεηηθά ζεκεία όπσο θαίλεηαη ζην ζρήκα 5.3(Β). Με απηόλ 

ηνλ ηξόπν κπνξνύκε λα κειεηήζνπκε ηε ξνή θαηά ηα κήθε πιάθαο: 

 L=106mm, L=156mm, L=206mm, L=256mm 

 Σέινο, ε κία πιεπξά ηεο πιάθαο είλαη ιεία, ελώ ζηελ άιιε πιεπξά 

ηεο πιάθαο έρεη πξνζαξκνζηεί έλα ρνληξό γπαιόραξην. Με απηόλ ηνλ 

ηξόπν πεξηζηξέθνληαο ηελ πιάθα κπνξνύκε λα κειεηήζνπκε ηε ξνή 

πάλσ ζε ηξαρεία ή ιεία επηθάλεηα αλάινγα κε ην πνηα επηθάλεηα 

βξίζθεηαη ζηελ πιεπξά πνπ κεηξάεη ν ζσιήλαο Pitot. 

 Από ηα παξαπάλσ βιέπνπκε όηη απηή ε ζρεηηθά απιή δηάηαμε καο 

επηηξέπεη λα εθηειέζνπκε πεηξάκαηα γηα κειέηε ξνήο πάλσ από ηξαρεία 



65 
 

ή ιεία πιάθα, κε αληίμνε ή επλντθή βαζκίδα πίεζεο ή νκνηόκνξθε ξνή 

ειεπζέξνπ ξεύκαηνο θαη γηα ηέζζεξα δηαθνξεηηθά κήθε πιάθαο. 

 

 

 

5.2 ΔΚΣΔΛΔΗ ΠΔΙΡΑΜΑΣΟ 

 

 Γηα λα εθηειέζνπκε ην πείξακα αθνινπζνύκε ηα παξαθάησ 

βήκαηα: 

1. Πξνζδηνξίδνπκε ηηο εζσηεξηθέο επηθάλεηεο ηεο ζπζθεπήο αλάινγα 

κε ην αλ ζέινπκε λα δεκηνπξγήζνπκε επηβξαδπλόκελν ή 

επηηαρπλόκελν ειεύζεξν ξεύκα. Αλ αθαηξέζνπκε εληειώο ηηο 

επηθάλεηεο ζα έρνπκε έλα νκνηόκνξθν ζηαζεξό ειεύζεξν ξεύκα. 

2. πλδένπκε ηε ζπζθεπή ζην πάλσ κέξνο ηνπ πάγθνπ ξνήο αέξα. 

Πξνζέρνπκε όηαλ έρνπκε θιεηδώζεη ηα θιηπ ζύλδεζεο θαη 

αζθνύκε ειαθξηά δύλακε δεμηά αξηζηεξά ζην plexiglass, ε 

ζπζθεπή λα κελ κπνξεί λα θνπλεζεί από ηε ζέζε ηεο. Τπάξρεη κία 

«παηνύξα» πάλσ ζηελ νπνία θάζεηαη ε ζπζθεπή. 

3. Δπηιέγνπκε πνην κέξνο ηεο πιάθαο ζέινπκε λα ρξεζηκνπνηήζνπκε, 

δειαδή ην ηξαρύ ή ην ιείν θαη πξνζζέηνπκε ηελ πιάθα ζπξηαξσηά 

κέζα ζηελ ζπζθεπή από θάησ πξνο ηα πάλσ. Πξνζέρνπκε λα 

αζθαιίζνπκε ηελ πιάθα κε ηνλ πείξν ζηήξημεο, ρξεζηκνπνηώληαο 

ηηο εγθνπέο ζηήξημεο όπσο θαίλεηαη ζην ζρήκα 5.3. Πξνζέρνπκε 

επίζεο ν ζσιήλαο Pitot λα είλαη αξθεηά απνκαθξπζκέλνο από ηελ 

πιάθα γηα λα κελ ηνπ πξνμελήζνπκε δεκηά. 

4. εκεηώλνπκε ηελ πίεζε αλαθνξάο pr πνπ δείρλεη ην 

πνιπκαλόκεηξν ην νπνίν ειέγρνπκε μαλά όηη είλαη ζσζηά 

νξηδνληησκέλν. Δπίζεο ζεκεηώλνπκε ηελ έλδεημε ηνπ βαξνκέηξνπ 

γηα ηελ αηκνζθαηξηθή πίεζε θαη ηε ζεξκνθξαζία ζε 
o
C από ην 

ζεξκόκεηξν ηνπ πάγθνπ ξνήο αέξα. 

5. Διέγρνπκε ηε ζύλδεζε ηνπ ζσιήλα Pitot κε ην πνιπκαλόκεηξν. 

6. Δθθηλνύκε ηνλ πάγθν ξνήο αέξα από ην δηαθόπηε εθθίλεζεο on-off 

θάησ δεμηά. 

7. Έλαο απνηειεζκαηηθόο ηξόπνο λα πάξνπκε ηηο κεηξήζεηο κε ηνλ 

ζσιήλα Pitot είλαη ν εμήο: Πεξηζηξέθνπκε ηνλ βεξληέξν ηνπ 

κηθξνκέηξνπ ώζηε ν ζσιήλαο Pitot λα αθνπκπήζεη ζηελ πιάθα. 

Υξεηάδεηαη πξνζνρή όηαλ ν ζσιήλαο αθνπκπήζεη θαη αξρίζεη λα 
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ιπγίδεη ζπκπηεδόκελνο πάλσ ζηελ πιάθα γηαηί ππάξρεη θίλδπλνο λα 

ζπάζεη. Παξαηεξνύκε ηελ έλδεημε ηεο νιηθήο πίεζεο ζην 

πνιπκαλόκεηξν θαη θηλνύκε ειαθξά ην κηθξόκεηξν πξνο ή 

απνκαθξπλόκελνη από ηελ πιάθα όζν αθνπκπάεη ν ζσιήλαο Pitot 

πάλσ ζηελ πιάθα. Η θίλεζή καο ζηελ πξνζαξκνγή απηή δελ 

πξέπεη λα μεπεξλάεη ηελ κηζή πεξηζηξνθή (0.5mm). Κνηηώληαο 

κόλν ηελ έλδεημε ηνπ καλνκέηξνπ θαη πεξηζηξέθνληαο δεμηά 

αξηζηεξά ην κηθξόκεηξν, εληνπίδνπκε ζε πνην ζεκείν έρνπκε ηε 

κηθξόηεξε δηαθνξά νιηθήο πίεζεο από ηελ pr, δειαδή γηα ην δηθό 

καο καλόκεηξν, εληνπίδνπκε πνπ αθξηβώο ε έλδεημή ηνπ θηλείηαη ζε 

πςειόηεξε ζηάζκε. 

8. ην ζεκείν πνπ εληνπίδνπκε ηε ρακειόηεξε νιηθή πίεζε θνηηάκε 

ηελ έλδεημε ηνπ κηθξνκέηξνπ θαη ζεκεηώλνπκε απόζηαζε 

y=0.2mm, γηαηί όπσο είπακε ν ίδηνο ν ζσιήλαο Pitot έρεη έλα 

πάρνο. Απηό είλαη ην θνληηλόηεξν ζεκείν ζηελ πιάθα κε ηε 

κηθξόηεξε ηαρύηεηα αέξα θαη γη’ απηό ε πίεζε εθεί είλαη ε 

κηθξόηεξε. 

9. ηε ζπλέρεηα παίξλνπκε δηαδνρηθέο κεηξήζεηο (αλαγλώζεηο) νιηθήο 

πίεζεο από ην καλόκεηξν γηα ηνλ ζσιήλα Pitot αθνύ 

πεξηζηξέςνπκε (απνκαθξπλόκελνη από ηελ πιάθα), κηζή 

πεξηζηξνθή (0.5mm). όζν είκαζηε θνληά ζηελ πιάθα, κεηξάκε αλά 

κηζή πεξηζηξνθή θαη απνκαθξπλόκελνη κπνξνύκε λα κεηξήζνπκε 

θαη αλά νιόθιεξε πεξηζηξνθή. Με απηόλ ηνλ ηξόπν, δελ 

ζεκεηώλνπκε αλαγλώζεηο κηθξνκέηξνπ ζε δηάθνξα ηπραία ζεκεία 

πνπ απμάλεη ηελ πηζαλόηεηα ιάζνπο, αιιά παξαηεξνύκε κόλν ηελ 

πξώηε έλδεημε όηαλ είκαζηε πάλσ ζηελ πιάθα. Έηζη, αλ ε 

ππνδηαίξεζή καο ζην όξγαλν έρεη έλδεημε 20 (δειαδή ηα ηξέρνληα 

ρηιηνζηά θαη 20/100 ηνπ ρηιηνζηνύ) παίξλνπκε ηηο ελδείμεηο πίεζεο 

πεξηζηξέθνληαο κηζή πεξηζηξνθή, δειαδή ζηηο αλαγλώζεηο 20-70-

20 θ.ν.θ. εκεηώλνπκε ηα αληίζηνηρα y έρνληαο ππόςε ηελ αξρηθή 

κεηαηόπηζε 0.2mm. 

10. Οη κεηξήζεηο καο ζηακαηάλε όηαλ γηα δύν δηαδνρηθέο κεηξήζεηο 

δελ βιέπνπκε πιένλ κεηαβνιή ζηελ πίεζε. Απηό ζεκαίλεη όηη 

έρνπκε θηάζεη ζην πάρνο ηνπ νξηαθνύ ζηξώκαηνο. ε εθείλν ην 

ζεκείν, κπνξνύκε λα πεξηζηξέςνπκε ην κηθξόκεηξν πιεζηάδνληαο 

κηζή πεξηζηξνθή, πξνθεηκέλνπ λα πάξνπκε κεξηθέο κεηξήζεηο 

θνληά ζηελ αθκή ηνπ νξηαθνύ ζηξώκαηνο. 
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11. Όηαλ ηειεηώζνπκε, απαζθαιίδνπκε ηνλ πείξν θαη αιιάδνπκε 

πιεπξά ζηελ πιάθα ώζηε λα πάξνπκε κεηξήζεηο θαη από ηε ιεία 

θαη από ηελ ηξαρεία επηθάλεηα. 

12. Αλ επηζπκνύκε, κεηξάκε κε δηαθνξεηηθά ξπζκηζκέλεο επηθάλεηεο 

γηα ηε δηακόξθσζε ηνπ ειεύζεξνπ ξεύκαηνο θαη ζε δηαθνξεηηθά 

κήθε πιάθαο ζηεξίδνληαο αλάινγα κε ηε βνήζεηα ηνπ πείξνπ 

ζηήξημεο (ζρήκα 5.3(Β)). 

 

Δθηειώληαο ηα παξαπάλσ βήκαηα θαηαγξάθνπκε ηα δεδνκέλα ηνπ 

πεηξάκαηνο. Δίλαη εκθαλέο όηη κπνξνύκε λα εθηειέζνπκε πάξα πνιιά 

πεηξάκαηα κε ηελ αλσηέξσ δηαδηθαζία.    

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 



68 
 

 

 

 

6. ΠΔΙΡΑΜΑΣΙΚΑ ΑΠΟΣΔΛΔΜΑΣΑ 
 

6.1 ΙΓΙΟΣΗΣΔ ΣΟΤ ΑΔΡΑ ΚΑΙ ΤΠΟΛΟΓΙΜΟΙ 

 

 

 Μεηξήζεθε ε πίεζε ζε δηάθνξεο απνζηάζεηο από ηελ πιάθα θαη 

θάησ από δηαθνξεηηθέο ζπλζήθεο ζύκθσλα κε ηελ πεξηγξαθή πνπ 

δόζεθε ζην πξνεγνύκελν θεθάιαην. Η ηαρύηεηα ππνινγίζηεθε από ηελ 

δηαθνξά πίεζεο κέζσ ηεο εμίζσζεο Bernoulli: 

 

 



P

uuP



2

2

1 2
                                                            (6.1) 

 

Η ζεξκνθξαζία ηνπ πεηξάκαηνο ήηαλ ζ=20 
ν
C=293 K θαη ε ζηαζεξά γηα 

ηνλ αέξα είλαη 
Kkg

J
Ra


 2.287 . Η ππθλόηεηα ηνπ αέξα ππνινγίζηεθε από 

ηελ θαηαζηαηηθή εμίζσζε: 
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                                                 (6.2) 

 

Σν δπλακηθό ημώδεο ηνπ αέξα ππνινγίζηεθε από ηελ ζρέζε ηνπ 

Sutherland [4]: 
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                                                                    (6.3) 

 

Γηα ηνλ αέξα: C=120K θαη Σ0=291.15 θαη κ0=18.2
.
10

-6
 Pa

.
s. 

Ο παξαπάλσ ηύπνο δίλεη: κ=18.291
.
10

-6
 Pa

.
s. 

Ο αδηάζηαηνο ηνπηθόο αξηζκόο Reynolds, Rex, ππνινγίδεηαη από ηελ 

ζρέζε: 
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Vx
x Re                                                                                   (6.4) 

 

όπνπ x είλαη ε απόζηαζε από ην ζεκείν πξνζβνιήο ηεο πιάθαο από ην 

ξεύκα αέξα θαη V είλαη ε ηαρύηεηα ηεο αδηαηάξαθηεο ξνήο.   

ηελ πεξίπησζε ηπξβώδνπο ξνήο, ην πάρνο ηνπ νξηαθνύ ζηξώκαηνο 

δίλεηαη από ηελ ζρέζε: 

 

2.0
Re

37.0
x

x
                                                                            (6.5) 

 

  

 

6.2 ΠΙΝΑΚΔ 

 

 ηε ζπλέρεηα παξνπζηάδνληαη ηα πεηξακαηηθά απνηειέζκαηα γηα 

ιεία επηθάλεηα θαη γηα δηάθνξεο πεξηπηώζεηο (ζπγθιίλνλ, απνθιίλνλ, 

ρσξίο εκπόδηα, κηθξή θαη κεζαία παξνρή) θαη ζε δηάθνξεο απνζηάζεηο 

από ην ζεκείν πξνζβνιήο ηεο πιάθαο. Οη κεηξήζεηο πξαγκαηνπνηήζεθαλ 

κε ηε δηαδηθαζία πνπ πεξηγξάθεθε αλαιπηηθά ζην πξνεγνύκελν 

θεθάιαην.  

 

1)  Λεία επηθάλεηα, απνθιίλνλ αθξνθύζην, κηθξή παξνρή 
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2)  Λεία επηθάλεηα, απνθιίλνλ αθξνθύζην, κεζαία παξνρή 
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3)  Λεία επηθάλεηα, ζπγθιίλνλ αθξνθύζην, κηθξή παξνρή 
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4)  Λεία επηθάλεηα, ζπγθιίλνλ αθξνθύζην, κεζαία παξνρή 
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5)  Λεία επηθάλεηα, ρσξίο εκπόδηα, κηθξή παξνρή 
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6)  Λεία επηθάλεηα, ρσξίο εκπόδηα, κεζαία παξνρή 
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6.3 ΓΙΑΓΡΑΜΜΑΣΑ 

 

 ηε ζπλέρεηα παξνπζηάδνληαη ελδεηθηηθά δηαγξάκκαηα ηεο 

αδηάζηαηεο ηαρύηεηαο ζπλαξηήζεη ηεο αδηάζηαηεο απόζηαζεο από ηελ 

πιάθα. Γεληθά ε ζπκθσλία ησλ πεηξακαηηθώλ απνηειεζκάησλ κε ηα 

ζεσξεηηθά αλακελόκελα είλαη ηθαλνπνηεηηθή. Οη δηαθνξέο νθείινληαη 

θπξίσο ζε ηπραία πεηξακαηηθά ζθάικαηα. 

ην παξαθάησ δηάγξακκα θαίλνληαη ηα πεηξακαηηθά 

απνηειέζκαηα γηα ιεία πιάθα, απνθιίλνλ θαη κηθξή παξνρή γηα 

x=25.5cm. Η πξνζαξκνγή έγηλε κε κία θακπύιε ηεο κνξθήο: 

7
1













y
a

V

u
 κε α=1.072. Τπνινγίζηεθαλ: Re=228000 θαη δ=8 mm. 
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ην παξαθάησ δηάγξακκα θαίλνληαη ηα πεηξακαηηθά απνηειέζκαηα γηα 

ιεία πιάθα, ρσξίο εκπόδηα θαη κεζαία παξνρή γηα x=23cm. Η 

πξνζαξκνγή έγηλε κε κία θακπύιε ηεο κνξθήο: 
7

1













y
a

V

u
 κε α=1.684. 

Τπνινγίζηεθαλ: Re=370496 θαη δ=6.6 mm. 
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ην παξαθάησ δηάγξακκα θαίλνληαη ηα πεηξακαηηθά απνηειέζκαηα γηα 

ιεία πιάθα, ζπγθιίλνλ θαη κεζαία παξνρή γηα x=20.5cm. Η πξνζαξκνγή 

έγηλε κε κία θακπύιε ηεο κνξθήο: 
7

1













y
a

V

u
κε α=2.564. 

Τπνινγίζηεθαλ: Re=387923 θαη δ=5.78 mm. 
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7. ΤΜΠΔΡΑΜΑΣΑ 
 

 Αληηθείκελν ηεο παξνύζαο εξγαζίαο είλαη ην νξηαθό ζηξώκα πνπ 

δεκηνπξγείηαη θαηά ηε ξνή λεξνύ πάλσ ζε επίπεδε πιάθα. 

Παξνπζηάζηεθε ε ζεσξία ηνπ νξηαθνύ ζηξώκαηνο θαη νη εμηζώζεηο 

ππνινγηζκνύ ηνπ πάρνπο ηνπ νξηαθνύ ζηξώκαηνο θαη ηεο δηαηκεηηθήο 

ηάζεο.  

Πξαγκαηνπνηήζεθε κία ζεηξά κεηξήζεσλ ηεο ηαρύηεηαο ηεο ξνήο 

ζε δηάθνξεο απνζηάζεηο από ην ζεκείν πξνζβνιήο ηεο πιάθαο από ηε 

ξνή ηνπ λεξνύ.  Η ηαρύηεηα ζε θάζε ζέζε κεηξήζεθε γηα δηάθνξεο 

απνζηάζεηο από ηελ πιάθα. Δπηβεβαηώζεθαλ πνηνηηθά ηα βαζηθά 

ραξαθηεξηζηηθά ηεο ζεσξίαο ηνπ νξηαθνύ ζηξώκαηνο. Παξνπζηάδνληαη 

επίζεο ελδεηθηηθά δηαγξάκκαηα ηεο αδηάζηαηεο ηαρύηεηαο ζπλαξηήζεη 

ηνπ αδηάζηαηνπ κήθνπο. Σα απνηειέζκαηα βξίζθνληαη ζε ηθαλνπνηεηηθή 

ζπκθσλία κε ηα ζεσξεηηθά αλακελόκελα.  
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