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Περίληψη 
 

Η Απλή Γραµµική Παλινδρόµηση αφορά έναν πληθυσµό όπου εξετάζουµε δύο 

χαρακτηριστικά- µεταβλητές Y & X και πιο συγκεκριµένα, µας ενδιαφέρει να δούµε πώς 

διαµορφώνονται οι τιµές της εξαρτηµένης µεταβλητής Y όταν µεταβάλλονται οι τιµές της 

ανεξάρτητης µεταβλητής X. 

Στην περίπτωση που διερευνούµε τρεις ή περισσότερες µεταβλητές µε απώτερο σκοπό 

να διαπιστώσουµε κατά κύριο λόγο το πώς µεταβάλλονται οι τιµές της εξαρτηµένης 

µεταβλητής Y όταν γνωρίζουµε τις τιµές των ανεξαρτήτων µεταβλητών X1, X2, …, Xn και 
κατά δεύτερον να εξετάσουµε τον βαθµό συσχέτισης ανάµεσα σε αυτές τις µεταβλητές. 

Η σχέση η οποία συνδέει την εξαρτηµένη µεταβλητής Y µε τις περισσότερες από δύο 

ανεξάρτητες µεταβλητές καλείται Πολλαπλή Παλινδρόµηση. Η Απλή Παλινδρόµηση 

αναπαριστάνεται στο χώρο µε µια ευθεία ή µε µια άλλη καµπύλη ενώ αντίθετα η Πολλαπλή 

Παλινδρόµηση απεικονίζεται µε µια επιφάνεια (επίπεδο) ή µια υπερεπιφάνεια. 

Η Πολλαπλή Γραµµική Παλινδρόµηση εφαρµόζεται στην περίπτωση που διαθέτουµε ένα 

πλήθος ανεξαρτήτων µεταβλητών Xi, οι οποίες εµφανίζουν έντονες κατά προτίµηση 

γραµµικές συσχετίσεις µε την εξαρτηµένη µεταβλητή Y. Όσο πιο ισχυρές είναι αυτές οι 
συσχετίσεις τόσο πιο καλή εφαρµογή βρίσκει η Πολλαπλή Γραµµική Παλινδρόµηση µέσω 

της µεθόδου των Ελαχίστων Τετραγώνων και προσαρµόζεται έτσι η εκτιµώµενη ευθεία 

παλινδρόµησης στα δεδοµένα. Η µέθοδος των Ελαχίστων Τετραγώνων µας βοηθά να 

εκτιµήσουµε τους συντελεστές παλινδρόµησης ,a β
))

, να υπολογίσουµε τα σφάλµατα ή 

αποκλίσεις iε , να κάνουµε ελέγχους υποθέσεων αναφορικά µε τις παραµέτρους της 

παλινδρόµησης και παράλληλα να προβλέψουµε τιµές της εξαρτηµένης µεταβλητής Y. 

Αν όµως υφίστανται έντονες συσχετίσεις και ανάµεσα στις ανεξάρτητες µεταβλητές Xi , 

κατάσταση η οποία δεν είναι επιθυµητή ή οι προϋποθέσεις του γραµµικού µοντέλου δεν 

πληρούνται, τότε συνήθως καταφεύγουµε στην χρήση κατάλληλων µετασχηµατισµών για να 

διορθωθεί το πρόβληµα και να προχωρήσουµε στην  υλοποίηση της µεθόδου και στην 

στατιστική συµπερασµατολογία.  

Οι προϋποθέσεις που αφορούν το γραµµικό µοντέλο είναι :1) Η κανονικότητα των 

σφαλµάτων iε , 2) η ανεξαρτησία των σφαλµάτων iε , 3) η γραµµικότητα µεταξύ των 

ανεξαρτήτων µεταβλητών Xi και της εξαρτηµένης µεταβλητής Y και 4) η 

Οµοσκεδαστικότητα των σφαλµάτων iε .  

Όταν τα σφάλµατα iε  δεν έχουν ίσες διακυµάνσεις προκύπτει το πρόβληµα της 

Ετεροσκεδαστικότητας, το οποίο µπορούµε να διαπιστώσουµε αν ισχύει διαγραµµατικά 

εξετάζοντας τα σφάλµατα ή «υπόλοιπα» του µοντέλου. Η Οµοσκεδαστικότητα είναι µία από 

τις βασικότερες υποθέσεις του γραµµικού µοντέλου και η µη ικανοποίηση της έχει αντίκτυπο 

στην σωστή εφαρµογή της Πολλαπλής Παλινδρόµησης. Όπως αναφέραµε και προηγουµένως, 

η λύση στο πρόβληµα της Ετεροσκεδαστικότητας και γενικά σε κάθε απόκλιση από τις 

υποθέσεις της Παλινδρόµησης είναι ο µετασχηµατισµός των µεταβλητών.  
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ΠΡΟΛΟΓΟΣ 
 

Το θέµα που πραγµατεύεται η παρούσα πτυχιακή εργασία εστιάζεται στην Πολλαπλή 

Παλινδρόµηση (Multiple Regression).  

Η παλινδρόµηση είναι µια ευρέως χρησιµοποιούµενη στατιστική τεχνική 

µοντελοποίησης για την έρευνα της συσχέτισης µεταξύ µίας εξαρτώµενης µεταβλητής και 
µιας ή περισσότερων ανεξάρτητων µεταβλητών. Χρησιµοποιείται µε σκοπό την εκχώρηση 

δεδοµένων σε µία πραγµατική µεταβλητή πρόβλεψης, όπως ισχύει και στην περίπτωση της 

κατηγοριοποίησης όταν είναι διακριτή, αλλιώς καλείται παλινδρόµηση αν η µεταβλητή είναι 
συνεχής. 

Η παλινδρόµηση προϋποθέτει ότι τα σχετικά δεδοµένα ταιριάζουν µε µερικά γνωστά 

είδη συνάρτησης και µετά καθορίζει την καλύτερη συνάρτηση αυτού του είδους που 

µοντελοποιεί τα δεδοµένα που έχουν δοθεί. Αποτέλεσµα της παλινδρόµησης όταν 

χρησιµοποιείται ως τεχνική εξόρυξης δεδοµένων, αποτελεί ένα µοντέλο που χρησιµοποιείται 
αργότερα για να προβλέψει τις τιµές της κατηγορίας για τα νέα δεδοµένα. Τέτοια 

παραδείγµατα εφαρµογής της παλινδρόµησης αποτελεί η πρόβλεψη της ζήτησης για ένα νέο 

προϊόν ή υπηρεσία συναρτήσει των δαπανών διαφήµισης ή ο υπολογισµός της ταχύτητας του 

ανέµου σε σχέση µε την θερµοκρασία, την υγρασία και την ατµοσφαιρική πίεση του 

περιβάλλοντος.  

Συµπερασµατικά, θα πραγµατοποιηθεί µια θεωρητική επισκόπηση  της µεθόδου της 

Πολλαπλής Παλινδρόµησης δίνοντας έµφαση στο πρόβληµα της Ετεροσκεδαστικότητας, της 

µη ισότητας δηλαδή των διακυµάνσεων των τυχαίων µεταβλητών . 

 

 

ΕΙΣΑΓΩΓΗ 

 

Ως Στατιστική ορίζεται η επιστήµη η οποία ασχολείται µε την συλλογή, την ανάλυση και 
την ερµηνεία δεδοµένων. Εναλλακτικά µπορούµε να πούµε ότι Στατιστική είναι η 

προσπάθεια εξαγωγής συµπερασµάτων κάτω από συνθήκες αβεβαιότητας. Συµπερασµατικά, 

η Στατιστική περιλαµβάνει τόσο τις µεθόδους συλλογής και επεξεργασίας στοιχείων, όσο και 
τις µεθόδους ανάλυσης και µελέτης τους, ανακαλύπτοντας µε αυτόν τον τρόπο τις σχέσεις 

που υφίστανται ανάµεσα στα διάφορα φαινόµενα  και διατυπώνοντας συµπεράσµατα  που 

είναι χρήσιµα για την λήψη ορθών αποφάσεων.  

Τα βασικά στάδια που ακολουθούνται για την εξέταση των ιδιοτήτων των διαφόρων 

στοιχείων µιας πολυπληθούς οµάδας είναι τα εξής: 

a) Η συγκέντρωση των στατιστικών στοιχείων που είναι αναγκαία για την µελέτη 

του προβλήµατος που θέλουµε να διερευνήσουµε. 

b) Η συστηµατική επεξεργασία και παρουσίαση των στατιστικών στοιχείων υπό την 

µορφή στατιστικών πινάκων και διαγραµµάτων. 
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c) Η ανάλυση των στοιχείων αυτών και η εξαγωγή συµπερασµατολογίας για την 

λήψη ορθών αποφάσεων. 

Η λέξη «Στατιστική» προέρχεται από την λατινική λέξη «status» και η οποία σηµαλινει 
κράτος. Αρχικά η Στατιστική δήλωνε την συλλογή στοιχείων για κρατικούς σκοπούς και 
ανάγκες. Κατά το πέρασµα του χρόνου, η Στατιστική θα ξεφύγει από τον περιγραφικό της 

χαρακτήρα µε την ανάπτυξη ενός νέου κλάδου, του λογισµού των Πιθανοτήτων. 

Η Στατιστική βρίσκει εφαρµογές σε όλες σχεδόν τις εκφάνσεις της ανθρώπινης 

δραστηριότητας. Ενδεικτικά ορισµένα πεδία εφαρµογής της είναι η ∆ηµογραφία, η Ιατρική, η 

Αστρονοµία, η Γεωργία, η Βιοµηχανία, η ∆ιοίκηση Επιχειρήσεων, η Οικονοµία κ.α. 

Πιο ειδικά, στην περίπτωση των διπαραµετρικών κατανοµών, όπου µελετάµε συγχρόνως 

δύο µεταβλητές, ενδιαφερόµαστε να εξακριβώσουµε την ύπαρξη ή όχι συσχέτισης µεταξύ 

τους, δηλαδή να διαπιστώσουµε αν οι τιµές της µιας µεταβλητής επηρεάζονται από τις τιµές 

της άλλης και να διακριβώσουµε τον τρόπο συσχέτισης τους. Αυτά στην Απλή Γραµµική 

Παλινδρόµηση όπου έχουµε µια εξαρτηµένη µεταβλητή Y και µια ανεξάρτητη µεταβλητή X. 

Όταν το πλήθος των ανεξαρτήτων µεταβλητών είναι µεγαλύτερο ή ίσο του δύο, τότε µιλάµε 

για την Πολλαπλή Παλινδρόµηση, που αποτελεί το αντικείµενο της συγκεκριµένης πτυχιακής 

εργασίας.  

 

 

- Κεφάλαιο 1:  Ανάλυση Παλινδρόµησης 

 

� 1.1: Το Γενικό Γραµµικό Μοντέλο  

 

 Βασικός στόχος της µελέτης των Γραµµικών Μοντέλων είναι η πρόβλεψη µιας µεταβλητής 

Υ µε βάση τα στοιχεία που διαθέτουµε για ένα σύνολο άλλων µεταβλητών  

X0,X1……, Xρ-1. Η Υ αναφέρεται σαν εξαρτηµένη µεταβλητή, ενώ οι  X0,X1……, Xρ-1 σαν 

ανεξάρτητες ή προβλέπουσες. Οι εφαρµογές των Γραµµικών Μοντέλων είναι πολλές και 
ανάγονται σχεδόν σε όλες τις επιστήµες. 

Στο κλασσικό Γραµµικό Μοντέλο υποθέτουµε ότι η Υ αποτελείται από ένα γραµµικό 

κοµµάτι που περιέχει τα X0,X1……, Xρ-1 και ένα τυχαίο σφάλµα ε που αντανακλά τα διάφορα 

σφάλµατα των µετρήσεων καθώς επίσης και επιδράσεις από άλλες προβλέπουσες µεταβλητές 

που δεν περιλήφθηκαν στο µοντέλο. Οι τιµές που παίρνουν τα xi θεωρούνται καθορισµένες 
(µη τυχαίες ) ενώ αντίθετα τα σφάλµατα ε και εποµένως και τα παρατηρούµενα Υ θεωρούνται  
σαν τυχαίες µεταβλητές που ικανοποιούν κάποιες στατιστικές υποθέσεις. 

Η γενική µορφή του γραµµικού µοντέλου είναι η  

 Υ=β0+β1X1+…+βρ-1Xρ-1+ε 
 

όπου ο όρος ‘’γραµµικό’’ αναφέρεται στις άγνωστες παραµέτρους β0,…,βρ-1. 
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Μια µέθοδος εύρεσης εκτιµητριών για τις παραµέτρους βi είναι η λεγόµενη Μέθοδος 

Ελαχίστων Τετραγώνων, σύµφωνα µε την οποία επιδιώκουµε να ελαχιστοποιήσουµε το 

άθροισµα των τετραγώνων των σφαλµάτων. 

 

� 1.2: Απλή Γραµµική Παλινδρόµηση 

 

Η απλούστερη περίπτωσης παλινδρόµησης είναι η Απλή Γραµµική Παλινδρόµηση όπου 

υπάρχει µόνο µια ανεξάρτητη µεταβλητή X και η εξαρτηµένη µεταβλητή Y µπορεί να 

προσεγγιστεί ικανοποιητικά από µια γραµµική συνάρτηση του X. 

Ας υποθέσουµε γενικά ότι έχουµε n ζεύγη παρατηρήσεων (xi,yi) i=1,2…,n και ότι 
αναζητούµε προσέγγιση της µορφής: 

Yi=β0+β1Xi+εi 

όπου τα εi θα παριστάνουν τις αποκλίσεις της πραγµατικής τιµής από την προηγούµενη. Είναι 
φανερό ότι η εκλογή των παραµέτρων β0 και β1 θα πρέπει να γίνει κατά τέτοιο τρόπο ώστε να 

ελαχιστοποιηθούν οι ποσότητες εi. Για να αποφευχθεί το πρόβληµα των θετικών – αρνητικών 

αποκλίσεων αρχικά υψώνουµε τα εi στο τετράγωνο και στη συνέχεια αθροίζουµε φτάνοντας 

έτσι στο άθροισµα τετραγώνων το οποίο προσπαθούµε να ελαχιστοποιήσουµε. 

Εφαρµόζοντας την παραπάνω µέθοδο καταλήγουµε στα 0β
)

 και 1β
)

 που είναι γνωστά µε την 

ονοµασία εκτιµήτριες ελάχιστων τετραγώνων και δίνονται από τους ακόλουθους τύπους: 

1

xy

xx

S

S
β =
)

 

( )0 1 1

1
i i

y x y x
n

β β β= − = −∑ ∑
) ) )

 

όπου  

( )( )xy i iS x x y y= − −∑  

( )2

xx iS x x= −∑  

ή καλύτερα υπολογιστικά 

xy i i
S x y nxy= −∑  

2 2

xx i
S x nx= −∑  
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- Κεφάλαιο 2:  Πολλα̟λή Παλινδρόµηση 
 

 

� 2.1: Γενική Εισαγωγή στην Πολλαπλή Παλινδρόµηση 
 

Σε πολλά πρακτικά προβλήµατα είναι απαραίτητο να χρησιµοποιήσουµε δύο και 
περισσότερες ανεξάρτητες µεταβλητές προκειµένου να ερµηνεύσουµε µε µεγαλύτερη 

ακρίβεια ένα φυσικό φαινόµενο ώστε να βγάλουµε σωστότερα συµπεράσµατα.  

Για παράδειγµα προκείµενου να χρησιµοποιηθεί ένα µοντέλο παλινδρόµησης για να 

προβλεφθεί η ζήτηση ενός προϊόντος µιας εταιρίας σε 25 διαφορετικές πόλεις είναι ίσως 

σκόπιµο να χρησιµοποιηθούν κοινωνικοοικονοµικές µεταβλητές (µέσο οικογενειακό 

εισόδηµα, µόρφωση του αρχηγού της οικογένειας και µέσος αριθµός και χρόνος 

εκπαίδευσης), δηµογραφικές µεταβλητές (µέσο µέγεθος οικογενειών, ποσοστό 

συνταξιούχων) και περιβαλλοντικές µεταβλητές (µέση ηµερήσια θερµοκρασία, δείκτης 

ατµοσφαιρικής ρύπανσης). 

Μοντέλα παλινδρόµησης που περιέχουν δύο ή περισσότερες ανεξάρτητες µεταβλητές 

ονοµάζονται Μοντέλα Πολλαπλής Παλινδρόµησης (multiple regression models). 

 

 

� 2.2: Μοντέλο µε ∆ύο ανεξάρτητες µεταβλητές 

 

Το µοντέλο µε δύο ανεξάρτητες µεταβλητές είναι η φυσική επέκταση της απλής ευθείας 

παλινδρόµησης ώστε να µελετώνται δύο ανεξάρτητες µεταβλητές X1  και X2. Έτσι θα έχουµε 

: 

Yi = α + β1 Xi1 + β2 Xi2 + εi    i= 1,2,…,n                    (1) 

όπου: 

-Yi είναι η τιµή της εξαρτηµένης µεταβλητής στην i παρατήρηση. 

-Xi1 και Xi2 είναι τιµές των ανεξάρτητων µεταβλητών X1 και X2 στην i παρατήρηση οι οποίες 

υποτίθεται ότι είναι γνωστές σταθερές. 

-α, β1 και β2 είναι οι παράµετροι του µοντέλου. 

- Τα εi είναι ανεξάρτητες τυχαίες µεταβλητές που ακολουθούν την Κανονική κατανοµή Ν 

(0,σ2
). 

Η συνάρτηση παλινδρόµησης (regression function) ή αλλιώς συνάρτηση 

ανταπόκρισης (response function) του µοντέλου (1) είναι: 

( )1 2 1 1 2 2
,E Y x x a x xβ β= + +  

Η συνάρτηση αυτή ονοµάζεται αρκετές φορές επιφάνεια παλινδρόµησης (regression 

surface) ή επιφάνεια ανταπόκρισης (response surface). Οι παράµετροι της πολλαπλής 

παλινδρόµησης έχουν ερµηνείες ανάλογες µε αυτές της γραµµικής παλινδρόµησης. Έτσι στην 

επιφάνεια παλινδρόµησης : 
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• Το α αντιστοιχεί στο σηµείο τοµής του άξονα του Υ από την επιφάνεια (επίπεδο) 

παλινδρόµησης. 

• Το β1 δείχνει την µεταβολή της Ε(Υ) όταν το x1 αυξάνει κατά µια µονάδα ενώ το x2 

παραµένει σταθερό 

• Το β2 δείχνει την µεταβολή της Ε(Υ) όταν x2 αυξάνει κατά µια µονάδα ενώ το x1 

παραµένει σταθερό. 

 

 

� 2.3: Μοντέλο µε k ανεξάρτητες µεταβλητές  

 

Το µοντέλο παλινδρόµησης µε k ανεξάρτητες µεταβλητές X1,X2,…Xκ θα έχει τη µορφή 

Υi = α + β1Xi1 + β2Xi2 + … + βκXκ + εi        i=1,2,…,n         (1.2) 

όπου 

-Υi είναι η τιµή της εξαρτηµένης (dependent) ή µεταβλητής απόκρισης (response) για την i 

παρατήρηση.  

-Xi1, Xi2,…,Xik είναι οι τιµές των ανεξάρτητων (indepedent) ή «προβλεπουσών» (predictor) 

µεταβλητών στην i παρατήρηση (υποτίθενται γνωστές σταθερές). 

- β0, β1,…,βk είναι (k+1)  άγνωστες παράµετροι (συντελεστές παλινδρόµησης) που ζητείται 
να εκτιµηθούν.  

-Τα εi  είναι ανεξάρτητα σφάλµατα και ακολουθούν την Κανονική κατανοµή Ν(0,σ2
). 

Και στην περίπτωση αυτή α είναι η Ε(Υ) για X1 = X2 = … Xκ = 0 ενώ το βi (i= 1,2,…k) 

δείχνει την µεταβολή της Ε(Υ) όταν η µεταβλητή Χi αυξηθεί κατά µια µονάδα ενώ όλες οι 
άλλες ανεξάρτητες µεταβλητές παραµένουν σταθερές. 

Ένα σηµαντικό ερώτηµα σε πάρα πολλά προβλήµατα, σχεδόν κάθε είδους, όπως 

παραγωγής (βιοµηχανική, αγροτική κ.λπ.), εκπαίδευσης (µαθητών, στελεχών, στρατιωτών 

κλπ.) πρόβλεψης (εκλογές, καιρός κλπ.) χωροθέτησης,  βελτιστοποίησης και άλλων, είναι αν 

µπορούµε να εκτιµήσουµε ή να προβλέψουµε την τιµή µιας ή περισσοτέρων ‘’µεταβλητών’’ 

κάτω από ορισµένες συνθήκες. Οι δοσµένες συνθήκες περιγράφονται και αυτές από 

µεταβλητές, οι τιµές των τιµών είναι δυνατό να ελεγχθούν από τον ερευνητή. Έτσι για 

παράδειγµα η µεταβλητή Υ που ζητούµε να εκτιµηθεί ή να προβλεφθεί, µπορεί να παριστάνει 
’’ζήτηση κάποιου προϊόντος στην αγορά’’, ‘’παραγωγή κάποιου γεωργικού προϊόντος’’, 

‘’απόδοση µαθητού’’, αύξηση ποσοστού σε εκλογές’’, κλπ. Ενώ οι µεταβλητές Χi  που 

περιγράφουν τις συνθήκες και που µπορούν να ελεγχθούν, µπορεί να παραστάνουν ‘’τιµή 

πώλησης προϊόντος’’, ‘’συσκευασία’’, ‘’κόστος διαφήµισης’’, ‘’ταχύτητα διανοµής’’, 

‘’ποικιλία’’, ‘’λίπανση’’, ‘’θερµοκρασία’’, ‘’είδος διδασκαλίας’’, ‘’φύλο’’, και πολλά άλλα. 

Για την εύρεση του µοντέλου εκτίµησης ή πρόβλεψης χρησιµοποιούνται δεδοµένα που έχουν 

προκύψει από µια σειρά n παρατηρήσεων και που συχνά δίνονται µε τη µορφή του παρακάτω 

πίνακα: 
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      (1.1) 

Οι γραµµές του πίνακα παριστάνουν τις παρατηρήσεις, ενώ οι στήλες δίνουν τις τιµές 

των αντίστοιχων µεταβλητών για κάθε παρατήρηση. Η µορφή του µοντέλου πρόβλεψης 

µπορεί να είναι οποιαδήποτε, εδώ όµως θα ασχοληθούµε µόνο µε το γραµµικό µοντέλο. Το 

γενικό γραµµικό µοντέλο είναι το: 

Για τις µεταβλητές Χ1, Χ2,…Χk η ονοµασία «ανεξάρτητες» δε σηµαίνει ότι είναι 
πράγµατι ανεξάρτητες. Μπορεί για παράδειγµα να ισχύει  X2

=X1
2
 ή X3=X1+X2. Ο λόγος στον 

οποίο οφείλεται αυτή η ονοµασία, είναι ότι το ζητούµενο συνήθως είναι, πως οι τιµές αυτών 

των µεταβλητών επηρεάζουν τις τιµές της εξαρτηµένης µεταβλητής και µπορούν να 

ελέγχονται από τον ερευνητή. Από το τελευταίο αυτό προκύπτει και η ονοµασία 

«προβλέπουσες» µεταβλητές. Στην πράξη πολλές φορές οι µεταβλητές εναλλάσσουν ρόλους. 

Μια µεταβλητή, πχ που στο πρώτο µέρος µιας µελέτης είναι εξαρτηµένη, µπορεί στο δεύτερο 

µέρος της µελέτης να είναι ποσοτικές, να περιγράφουν δηλ. µετρήσιµα µεγέθη. Το σφάλµα ε, 

περιέχει κάθε απόκλιση της πραγµατικής κατάστασης από το µοντέλο. Έτσι εκτός από τα 

πιθανά σφάλµατα µετρήσεων, περιέχει επίσης και σφάλµατα προσαρµογής, που οφείλονται 
είτε σε παράλειψη µεταβλητών είτε σε χρήση µεταβλητών που δε σχετίζονται µε την Υ. Η 

δυνατότητα των προβλεπουσών µεταβλητών να συσχετίζονται µεταξύ τους διευρύνει τις 

περιπτώσεις εφαρµογής του µοντέλου (1.2).  

 

 

� 2.4: Μέθοδος των ελαχίστων Τετραγώνων: Εκτίµηση των 

παραµέτρων του γραµµικού µοντέλου 

 
1. - Μοντέλο ∆ύο µεταβλητών 

Η εκτιµήτρια της επιφάνειας παλινδρόµησης 

( )
1 2

1 2 1 1 2 2,
,

Y x x
E Y x x a x xµ β β= = + +  

θα είναι η επιφάνεια 

1 2
1 1 2 2,Y x x

a x xµ β β= + +
) )) )

 

Οι τιµές a,b1,b2 των εκτιµητριών a
)

, 1β
)

 και  2β
)

προκύπτουν κατά τα γνωστά µε την µέθοδο 

των ελαχίστων τετραγώνων.  
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Το σύστηµα των κανονικών εξισώσεων για τα a,b1,b2 είναι 

( ) ( )1 1 2 2i i iy a x b x bν= ⋅ + +∑ ∑ ∑  

( ) ( ) ( )2

1 1 1 1 1 2 2i i i i i ix y x a x b x x b= + +∑ ∑ ∑ ∑  

( ) ( ) ( )2

2 2 2 2 1 2 2i i i i i ix y x a x b x x b= + +∑ ∑ ∑ ∑  

Η επίλυση των κανονικών αυτών εξισώσεων λόγω της πολυπλοκότητας των πράξεων 

γίνεται στον υπολογιστή.  

Εκτός από την προσαρµογή µε την µέθοδο των ελαχίστων τετραγώνων κάποιου 

µοντέλου σε µια σειρά από δεδοµένα υπάρχει το πρόβληµα στην πολλαπλή παλινδρόµηση το 

κατά πόσον µερικοί από τους όρους βixi στο µοντέλο έχουν σηµαντική συνεισφορά στην 

εξήγηση της διακύµανσης που παρατηρείται στην εξαρτηµένη µεταβλητή Yi. Η πολλαπλή 

παλινδρόµηση παρέχει τη στατιστική συµπερασµατολογία για τον καθορισµό του κατά πόσο 

µια µεταβλητή είναι σηµαντική µε έλεγχο της µηδενικής υπόθεσης Η0 : βi = 0 έναντι της 

εναλλακτικής  H1 : βi ≠ 0, i= 1,2,…, k. Αν η Η0 δεν απορριφθεί για κάποια τιµή του i 

συµπεραίνουµε ότι δεν υπάρχουν στοιχεία ικανά να µας πείσουν ότι η µεταβλητή έχει 
συνεισφορά σηµαντική στο µοντέλο. Στην περίπτωση αυτή ο όρος βixi διαγράφεται από το 

µοντέλο. Στην περίπτωση αυτή ο όρος βixi διαγράφεται από το µοντέλο απλοποιώντας έτσι τη 

διαδικασία. 

Πρέπει να σηµειώσουµε ότι οι έλεγχοι υποθέσεων είναι µέθοδοι που βοηθούν τον ερευνητή 

να καθορίσει τη σηµαντικότητα µεταβλητών του µοντέλου. Θα πρέπει όµως να τονισθεί ότι η 

απόφαση για το κατά πόσον µια µεταβλητή θα πρέπει να περιληφθεί στο µοντέλο ή όχι δεν θα 

πρέπει να ληφθεί µε αποκλειστικό  κριτήριο τον προηγηθέντα έλεγχο υποθέσεων. 

Οποιαδήποτε πρόσθετη πληροφορία είναι διαθέσιµη στον ερευνητή η οποία µπορεί να 

θεωρηθεί από αυτόν περισσότερο πειστική από ότι ο έλεγχος υποθέσεων δεν θα πρέπει να 

αγνοείται. Ο έλεγχος της υποθέσεως που προαναφέραµε στηρίζεται στη στατιστική 

συνάρτηση 

  

i

iT
Sβ

β
=

)

)

 

όπου 
i

β
)

 είναι η εκτιµήτρια ελαχίστων τετραγώνων του συντελεστή βi  της µεταβλητής Χi  στο 

γενικό γραµµικό µοντέλο και 
i

S
β
)  είναι η εκτιµούµενη τυπική απόκλιση της εκτιµήτριας 

i
β
)

. 

Όπως συνήθως η τιµή της στατιστικής συνάρτησης Τ συγκρίνεται µε τα ποσοστιαία σηµεία 

της κατανοµής t µε n-k-1 βαθµούς ελευθερίας. Οι υπολογισµοί αυτοί γίνονται συνήθως στους 

υπολογιστές. 
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- Μοντέλο k µεταβλητών 

Έστω ότι σε κάποιο πρόβληµα έχουµε τα δεδοµένα (1.2). Τότε όπως αναφέρθηκε, θα 

ικανοποιείται το σύστηµα (1.3) δηλ. το 

1 0 1 11 2 21 1 1

2 0 1 12 2 22 2 2

0 1 1 2 2

....

....

...............................................................

....

k k

k k

n n n k kn n

y x x x

y x x x

y x x x

β β β β ε

β β β β ε

β β β β ε

= + + + + +

= + + + + +

= + + + + +

                    (1.4) 

 

Το ζητούµενο είναι να λυθεί το σύστηµα (1.4) ως προς τα βi µε τον «καλύτερο» δυνατόν 

τρόπο δηλ. µε έναν τρόπο που να ελαχιστοποιεί όσο είναι δυνατόν τα σφάλµατα. Υπάρχουν 

πολλά κριτήρια ελαχιστοποίησης των σφαλµάτων, ένα από τα οποία είναι αυτό που απαιτεί 

το άθροισµα  των τετραγώνων των σφαλµάτων 
2

1

n

i

i

ε
=
∑  να γίνεται ελάχιστο. Η µέθοδος που 

χρησιµοποιείται για την εκτίµηση των βi µ’ αυτό το κριτήριο λέγεται «µέθοδος ελαχίστων 

τετραγώνων». Οι εκτιµήσεις των βi θα συµβολίζονται µε 
i

β
)

 και µ’ αυτές το µοντέλο παίρνει 
τη µορφή: 

0 1 1 2 2
...

k k
Y X X Xβ β β β= + + + +

) ) ) ))

        (1.5) 

Η τιµή Y
)

 είναι η εκτίµηση της πραγµατικής τιµής τη Υ, όταν δίνονται οι τιµές Χ1, 

Χ2,…,Xk και διαφέρει απ’ αυτήν κατά ένα σφάλµα. Αν οι Xj πάρουν τις τιµές Χji που δίνονται 

στην i γραµµή του πίνακα (1.1), τότε η Y
)

 συµβολίζεται µε 
i

Y
)

 και ισχύει i i i
Y Yε = −

)

 

όπου 
2

1

n

i

i

ε
=
∑  είναι ελάχιστο. Η διαφορά 

i
Y Y−

)
 λέγεται υπόλοιπο (residual). 

1. Η διαφορά των δύο τιµών Y  και 
i

Y
)

 διαιρεµένη µε την εκτιµηθείσα τυπική απόκλιση 

των σφαλµάτων λέγεται τυποποιηµένο υπόλοιπο (standardized residual).  

 

 

� 2.5 Μέθοδος σταθµισµένων ελαχίστων τετραγώνων 

Όπως είδαµε υπάρχουν περιπτώσεις όπου η βασική προϋπόθεση της σταθερότητας της 

διασποράς δεν ικανοποιείται. Μπορούµε στη γενική περίπτωση να υποθέσουµε ότι ισχύει 

Y X β ε= +
� ��

       (3.18) 
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όπου  

( ) 0E ε =
�

,   ( ) 2V Vε σ=
�

             (3.19) 

ή αν ενδιαφερόµαστε για ελέγχους υποθέσεων (F – τεστ) ότι 

2(0, )N Vε σ
�

�         (3.20) 

 

 

� 2.6: Έλεγχοι υποθέσεων- Ένας µερικός έλεγχος του µοντέλου 

Είδαµε ότι κάτω από τις συνθήκες κανονικότητας ( )20,
n

N Iε σ
�

�  και µε την βοήθεια 

του στατιστικού F=MSR/MSE µπορούµε να ελέγχουµε συνολικά το µοντέλο (1.2). Αν ο 

λόγος F είναι σηµαντικός, το µοντέλο είναι «καλό», ενώ αν είναι ασήµαντος, τότε είτε η Υ 

δεν εξαρτάται καθόλου από τις Χ1…ΧΚ ή η σχέση εξάρτησης είναι διαφορετική από την 

(1.2). 

Μέχρι τώρα µιλήσαµε για δύο µεθόδους ελέγχου υποθέσεων στην πολλαπλή 

παλινδρόµηση. Ο ένας αναφερόταν στον έλεγχο των συγκεκριµένων όρων του µοντέλου 

(όταν ελέγχεται η υπόθεση Η0 : β1 = … βk = 0) που περιλαµβάνει όλους τους όρους του 

γενικού γραµµικού µοντέλου. Υπάρχει και µια τρίτη στατιστική µεθοδολογία που βρίσκεται 
στο ενδιάµεσο των δυο προαναφερθεισών µεθοδολογιών. Η µεθοδολογία αυτή επιτρέπει τον 

ταυτόχρονο έλεγχο ενός αριθµού από τους όρους του µοντέλου χωρίς ταυτόχρονα να απαιτεί 
να ελεγχθούν όλοι οι όροι του µοντέλου. Η µεθοδολογία αυτή είναι χρήσιµη όταν ο 

ερευνητής ξέρει ότι κάποιοι από τους όρους πρέπει οπωσδήποτε να χρησιµοποιηθούν αλλά 

είναι βέβαιος για έναν αριθµό από τους υπόλοιπους όρους του µοντέλου και θεωρεί ότι 
χρειάζεται έναν έλεγχο για να αποφασίσει για όλους του υπόλοιπους όρους ταυτόχρονα. Πιο 

συγκεκριµένα αν β1, β2,…, βq είναι οι συντελεστές των όρων για τους οποίους είµαστε 

βέβαιοι ότι θα πρέπει να περιλαµβάνονται στο µοντέλο και βq+1 =  βq+2 = … = βk = 0. 

Με την υπόθεση αυτή ελέγχουµε ουσιαστικά το κατά πόσον το πλήρες µοντέλο  

Ε(Υ) = α + β1x1 + β2x2 + … + βqxq + βq+1xq+1 + … + βkXk 

είναι κατάλληλο για να περιγράψει τα δεδοµένα. Το άθροισµα των τετραγώνων των λαθών 

του µοντέλου αυτού συµβολίζεται µε SSE1 και οι βαθµοί ελευθερίας για το λάθος 

συµβολίζονται µε DF1. To περιορισµένο µοντέλο που µας ενδιαφέρει να εξετάσουµε είναι  

Ε(Υ) = α + β1Χ1 + β2Χ2 + … βqXq,  q < k  

Το άθροισµα των τετραγώνων των λαθών για το περιορισµένο αυτό µοντέλο 

συµβολίζεται µε SSE2 και οι βαθµοί ελευθερίας του λάθους συµβολίζεται µε DF2. Η 

στατιστική συνάρτηση F που χρησιµοποιείται για τον έλεγχο αυτής της υπόθεσης είναι η   

 

( ) ( )2 1 2 1

1 1

/

/

SSE SSE DF DF
F

SSE DF

− −
=  
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Η τιµή της στατιστικής αυτής συνάρτησης συγκρίνεται µε τα εκατοστιαία σηµεία της 

κατανοµής F που δίνονται στους αντίστοιχους πίνακες µε (DF2 – DF1) βαθµούς ελευθερίας 

του αριθµητή και DF1 βαθµούς ελευθερίας για τον παρονοµαστή. 

 

� 2.7:  Συντελεστής Προσδιορισµού- Μερικός συντελεστής 

Προσδιορισµού – Συσχέτισης 

Η σχέση SST=SSR+SSE εκφράζει ότι η συνολική διασπορά γύρω από το µέσο όρο 

αναλύεται σε δύο µέρη. Στο SSR που εξηγείται από τη γραµµική σχέση και στο SSE, που 

οφείλεται είτε σε σφάλµατα είτε σε άλλους απροσδιόριστους  παράγοντες. Ένα µοντέλο, 

εποµένως  θα είναι τόσο  περισσότερο κατάλληλο για τα δεδοµένα µας, όσο το SSE είναι πιο  

µικρό συγκρινόµενο µε το SSR. 

Το τελευταίο οδηγεί στον παρακάτω ορισµό. Η  ποσότητα  

2 1
SSR SSE

R
SST SST

= = −
                                     (1.43) 

λέγεται συντελεστής προσδιορισµού (Coefficient of determination). Είναι ένας αριθµός 

µεταξύ 0 και 1, και µάλιστα όσο πλησιάζει το 1 τόσο η προσαρµογή είναι καλύτερη ενώ όσο 

πλησιάζει  το 0 γίνεται χειρότερη. Ο αριθµός  %R
2
 εκφράζει το ποσοστό της συνολικής  

µεταβλητότητας  που εξηγείται από το γραµµικό µοντέλο. 

   Ο συντελεστής προσδιορισµού R
2 µπορεί να χρησιµοποιηθεί και για τον έλεγχο της 

υπόθεσης Η0 : β1=β2=…βκ=0 αντί του F. Πράγµατι µπορεί εύκολα να διαπιστωθεί ότι 

2

2

1

1

n k R
F

k R

− −
= ⋅

−
     ή 

 

2 / ( 1)

1 / ( 1)

kF n k
R

kF n k

− −
=

+ − −  

 

Όταν το δείγµα είναι µικρό σε σύγκριση µε τον αριθµό των µεταβλητών, ένας                         

«καλύτερος» συντελεστής προσδιορισµού υπολογίζεται µε αντικατάσταση στη δεύτερη από 

τις σχέσεις (1.43) των αθροισµάτων τετραγώνων µε µέσα τετράγωνα. Ο συντελεστής που 

προκύπτει συµβολίζεται µε 2R
 και  λέγεται  «διορθωµένος συντελεστής προσδιορισµού» 

(adjusted coefficient of determination), και ισχύει 

2
2 / ( 1)

1 1
/ ( 1) var

SSE n k s
R

SST n Y

− −
= − = −

−                         (1.45) 
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Ο συµβολισµός  2R
 
,δε σηµαίνει ότι ο διορθωµένος συντελεστής προσδιορισµού είναι 

πάντα θετικός αριθµός. Πράγµατι µπορεί το 2R  να πάρει και αρνητικές τιµές αρκεί το s
2
 να 

είναι µεγαλύτερο του VarY, πράγµα που συµβαίνει κάποιες φορές στην πράξη. Η σχέση 

µεταξύ  των δύο συντελεστών είναι 

( )2 21
1 1

1

n
R R

n k

−
− = −

− −
 

Η τετραγωνική ρίζα του  R
2
 λέγεται συντελεστής πολλαπλής συσχέτισης (coefficient of 

multiple correlation) και συµβολίζεται µε R. Πολλοί ερευνητές προκειµένου να αναφερθούν 

στην προσαρµογή του µοντέλου, προτιµούν να χρησιµοποιούν τον συντελεστή R αντί του R
2
. 

O λόγος γίνεται φανερός αν σκεφθούµε ότι επειδή 0<R
2
<1 ισχύει  R>R

2
, η φυσική όµως 

σηµασία του R και ιδιαίτερα του προσήµου του είναι δύσκολο να εξηγηθεί. 

Ας θεωρήσουµε πάλι το πλήρες µοντέλο 

Υ = β0 + β1Χ1 + β2χ2 +…+ βkΧk + ε 

και το περιορισµένο που προκύπτει από αυτό µε την απαλοιφή της µεταβλητής Xi  

Υ =  β0 + β1Χ1 + …+ βi-1Xi+1 + βi-1Xi-1 + βι+1Xi+1 + βkXk + ε. 

Αν SSE και SSE(i)  είναι το άθροισµα τετραγώνων των αποκλίσεων που µένουν ανεξήγητα 

από την προσαρµογή του πλήρους και του περιορισµένου µοντέλου αντίστοιχα, τότε 

προφανώς η διαφορά SSE(i)  - SSE δίνει το µέρος της ανεξήγητης διασποράς που εξηγεί η 

µεταβλητή Xi και λέγεται µερικός συντελεστής προσδιορισµού (coefficient of partial 

determination) και θα το συµβολίσουµε µε 
2

;12...( 1)( 1)...iY i i k
r − +  δηλαδή: 

( )2

;12...( 1)( 1)...

( )
i

i

Y i i k

i

SSE SSE
r

SSE
− +

−
=  

Ο συντελεστής αυτός συµβολίζεται επίσης και µε 
2

;iY k
r  όπου ο υποδείκτης k  σηµαίνει ότι οι 

προβλέπουσες µεταβλητές µαζί µε την Xi είναι σε πλήθος k. Ο συµβολισµός αυτός δεν δείχνει 
ποιες από τις µεταβλητές είναι στο µοντέλο, πράγµα που δηµιουργεί µερικές φορές σύγχυση, 

ιδιαίτερα όταν µελετούµε ταυτόχρονα πολλά µοντέλα µε το ίδιο πλήθος µεταβλητών. Η 

θετική τετραγωνική ρίζα του µερικού συντελεστή προσδιορισµού συµβολίζεται 

;12...( 1)( 1)...iY i i k
r − +  και λέγεται µερικός συντελεστής συσχέτισης (partial correlation 

coefficient). 

  



ΤΕΧΝΟΛΟΓΙΚΟ ΕΚΠΑΙ∆ΕΥΤΙΚΟ Ι∆ΡΥΜΑ ∆ΥΤΙΚΗΣ ΕΛΛΑ∆ΟΣ, ΣΧΟΛΗ ∆ΙΟΙΚΗΣΗΣ & 

ΟΙΚΟΝΟΜΙΑΣ, ΤΜΗΜΑ ΛΟΓΙΣΤΙΚΗΣ & ΧΡΗΜΑΤΟΟΙΚΟΝΟΜΙΚΗΣ 

 

ΠΤΥΧΙΑΚΗ ΕΡΓΑΣΙΑ- Κοντουδάκης Ζώης., Μαρτζακλής Κωνσταντίνος., Χορτάτος Κωνσταντίνος. 

ΘΕΜΑ: Πολλαπλή Παλινδρόµηση µε έµφαση στην Ετεροσκεδαστικότητα 

Επιβλέπων Καθηγητής: Μεγαρίτης Αθανάσιος  Σελίδα 18 

 

� 2.8: Συντελεστής Μερικής Συσχέτισης  

(Partial Correlation Coefficient) 

 

Στην απλή παλινδρόµηση η σχέση µεταξύ Υ και X1 µπορεί να µετρηθεί από το 

δειγµατικό συντελεστή συσχέτισης 
1YX

r . Οµοίως η ένταση της σχέσης της X1 µε το Υ, 

λαµβάνονται υπόψη την επίδραση της X2 στην X1, µπορεί να συνοψισθεί από το δειγµατικό 

συντελεστή συσχέτισης των καταλοίπων της Παλινδρόµησης του Y στην X2. Ο τελευταίος 

αυτός συντελεστής συσχέτισης ονοµάζεται συντελεστής µερικής συσχέτισης και 
συµβολίζεται µε 

1 2YX X
r . Πολλές φορές χρησιµοποιείται ο όρος µερικός συντελεστής 

συσχέτισης µεταξύ του Υ και του X1 προσαρµοζόµενος για το Χ2 (partial correlation between 

Y and X1 adjusted for X2). 

 

� 2.9: Πρόβλεψη και παρεµβολή 

Έστω ότι για τις µεταβλητές Υ, Χ1, X2,…, Xk έχουµε κάνει ένα σύνολο παρατηρήσεων 

που δίνονται µε ένα πίνακα της µορφής (1.1). Ενδιαφερόµαστε να εκτιµήσουµε την τιµή Υ0 

της Υ, όταν οι τιµές των Xi είναι δοσµένες π.χ. X10, X20,…,Xk αντίστοιχα. Μια τέτοια 

πρόβλεψη της τιµής της Υ, είναι αξιόπιστη όταν οι δοσµένες τιµές των Xi είναι µέσα στην 

περιοχή που «καλύπτεται» από τα δεδοµένα. Αν k=1, η πρόβλεψη σ’ αυτή την περίπτωση 

λέγεται παρεµβολή (interpolation). Για k > 1 χρησιµοποιούµε γενικά τον όρο πρόβλεψη 

(prediction - forecasting).  

Με την υπόθεση ότι το µοντέλο που προσαρµόζεται στα δεδοµένα είναι Y X β ε= +
��

 και 

ότι τα σφάλµατα ικανοποιούν τις συνθήκες ( ) 0E ε =
�

 & ( ) 2

n
V Iε σ=

�

, εκτιµούµε το διάνυσµα 

των παραµέτρων β
�

)
.  

Αν, τώρα συµβολίσουµε µε SST, το συνολικό άθροισµα τετραγώνων των αποκλίσεων 

γύρω από το µέσο όρο και µε SSR το µέρος αυτού του αθροίσµατος  που αποµένει από το 

SST µετά την αφαίρεση του SSE, τότε µπορούµε να πούµε ότι SSR είναι το µέρος της 

συνολικής διασποράς που εξηγείται από την παλινδρόµηση. Θα έχουµε εποµένως:   SST = 

SSR + SSE 

Αν εποµένως υποθέσουµε ότι όλες οι παράµετροι β1,β2,…βκ είναι ίσες µε 0,τότε θα είναι 
και το SSR  ίσο µε 0, και κατά συνέπεια και ο λόγος 

/

/ ( 1)

MSR SSR k
F

MSE SSE n k
= =

− −
 

Ο λόγος F κατανέµεται µε κατανοµή Fk,n-k-1 , πράγµα που οδηγεί στον παρακάτω έλεγχο: 

Η υπόθεση Η0 : β1=β2=…=βκ=0      έναντι της εναλλακτικής της  

Η1 : ένα τουλάχιστο από τα β1,…βκ ≠ 0, 
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ελέγχεται συγκρίνοντας την τιµή του λόγου F µε την κρίσιµη τιµή FK,n-k-1,α  για  

επίπεδο σηµαντικότητας α. Τότε αν: 

 

                F > FK,n-k-1,α    απορρίπτουµε την Η0,σε ε.σ. α 

                F < FK,n-k-1,α   δεν απορρίπτουµε την Η0 

 

Η µη απόρριψη της Η0 στην τελευταία περίπτωση, σηµαίνει ότι από τα δεδοµένα του 

πειράµατος δεν προκύπτουν επαρκείς ενδείξεις για την ύπαρξη γραµµικής σχέσης µεταξύ των 

µεταβλητών  Υ και Χ1,Χ2,…ΧΚ.. Αυτό βέβαια δεν αποκλείει την ύπαρξη κάποιας άλλης 

σχέσης, π.χ. πολυωνυµικής, εκθετικής κλπ. Μεταξύ των ίδιων µεταβλητών. 

 

� 2.10: Ορθογωνιότητα (Orthogonality) 

 

∆ύο µεταβλητές Χ1 και Χ2 λέγονται ορθογώνιες (orthogonal) αν η παλινδρόµηση της Υ επί 
της Χ1, προσαρµοσµένης για την X2 ταυτίζεται µε την παλινδρόµηση  της Y επί της X1 

αγνοώντας την Χ2. Η ευχάριστη αυτή κατάσταση συµβαίνει όταν ο δειγµατικός συντελεστής 

συσχέτισης των Χ1 και Χ2 είναι ακριβώς µηδέν. Όταν η Χ1 και η Χ2 είναι ορθογώνιες, η 

επίδραση κάθε µιας από τις µεταβλητές είναι σαφώς καθορισµένη. Για το λόγο αυτό, όποτε 

είναι δυνατό τα πειράµατα σχεδιάζονται µε τρόπο ώστε οι µεταβλητές να είναι ορθογώνιες. 

 

� 2.11:  Σφάλµα προσαρµογής- Επαναλαµβανόµενες µετρήσεις 

Το άθροισµα τετραγώνων SSE οφείλεται, όπως αναφέρθηκε και προηγούµενα, είτε σε 

σφάλµατα είτε σε άλλους παράγοντες. ∆εν είναι εύκολο, στη γενική περίπτωση να 

ξεχωρίσουµε τα σφάλµατα από το SSE. Αν όµως στα δεδοµένα µας υπάρχουν 

επαναλαµβανόµενες µετρήσεις, τότε µπορούµε να υπολογίσουµε το µέρος του SSE που 

οφείλεται µόνο σε σφάλµατα. Αν αυτό το µέρος είναι  µεγάλο σε σύγκριση µε το µέρος του 

SSE που οφείλεται και σε άλλους παράγοντες, τότε δεν µπορούµε να αµφισβητήσουµε το 

µοντέλο. Αν όµως το µέρος που οφείλεται σε σφάλµατα είναι ασήµαντο σε σχέση µε το άλλο 

µέρος, θα σηµαίνει ότι το µοντέλο θέλει αναθεώρηση. Ένας έλεγχος των διαγραµµάτων 

διασποράς είναι στην περίπτωση αυτή χρήσιµος για την προσαρµογή καταλληλότερου 

µοντέλου. Ας υποθέσουµε λοιπόν ότι υπάρχουν επαναλαµβανόµενες µετρήσεις .Τότε στο 

σηµείο πχ. Ρ1 για το οποίο Χ1=x11, Χ2=x21…, ΧΚ=xΚ1, θα έχουµε αντί µιας πολλές n1 έστω 

παρατηρήσεις τις οποίες µπορούµε να συµβολίσουµε Υ11, Υ12,…, Υ1n,   1 1n ≥ . Όµοια στο 

σηµείο Ρ2 για το οποίο X1 = x12, X2 = x22,…,Xk = xk2 θα έχουµε n2 παρατηρήσεις τις Υ21 ,  

Υ22,…,Υ2n2, 2 1n ≥ . Συνεχίζοντας ανάλογα βρίσκουµε ότι οι n  παρατηρήσεις που θα έχουµε 

συνολικά, ταξινοµούνται σε m οµάδες µε nj παρατηρήσεις η κάθε µια όπου n1 + n2 + . . . + nm 

= n. Μπορούµε εποµένως συνοπτικά να γράψουµε τις n παρατηρήσεις όπως παρακάτω: 
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1

2

11 12 1 1 11 2 21 1

21 21 2 1 12 2 22 2

1 2 , 1 1 2 2

, ,..., ( , ,..., )

, ,..., ( , ,..., )

......................................................................

, ,..., ( , ,..., )
m

n k k

n k k

m m m n m m k km

Y Y Y X x X x X x

Y Y Y X x X x X x

Y Y Y X x X x X x

= = =

= = =

= = =

 

 

Το µέρος του SSE που οφείλεται σε καθαρά σφάλµατα, µόνο από τις n1 παρατηρήσεις στο 

σηµείο Ρ1 θα είναι το άθροισµα των τετραγώνων των αποκλίσεων γύρω από το µέσο όρο 1Y , 

των παρατηρήσεων αυτών. Θα είναι δηλαδή 

( )
1 12 2 2 2

1 1 1 1

1 1

( 1)
n n

ls ls Yl

s s

Y Y Y n Y n s
= =

− = − = −∑ ∑  

όπου 
lY

s  η τυπική απόκλιση των n1 πρώτων παρατηρήσεων της Υ.  

Το συνολικό εποµένως καθαρό σφάλµα θα είναι το άθροισµα ( )
2

1 1

rnm

e rs r

r s

SS Y Y
= =

= −∑∑  

που έχει 
1

m

e r

r

n n m
=

= −∑  βαθµούς ελευθερίας. 

Το µέσο άθροισµα τετραγώνων που οφείλεται σε καθαρά σφάλµατα θα είναι 

( )
2

2 1 1

1

rnm

rs r

r s
e e m

r

r

Y Y

s MS

n m

= =

=

−
= =

−

∑∑

∑
 

που είναι ένας εκτιµητής του σ2
, οποιοσδήποτε και αν είναι το µοντέλο, που 

προσαρµόζουµε στα δεδοµένα µας. 

 

Ας συµβολίσουµε τώρα MSL το µέσο άθροισµα τετραγώνων που προκύπτει αν 

αφαιρέσουµε το καθαρό σφάλµα από το SSE και διαιρέσουµε µε nL = (n-k-1)-ne. Τότε µπορεί 

να δειχτεί ότι ο λόγος 

( )
2 2

/
e LL

e e

SSE SS nMS
F

s s

−
= =  

ακολουθεί κατανοµή F µε nL και ne βαθµούς ελευθερίας.  
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Αν ο λόγος F είναι σηµαντικός, τότε το µέρος του SSR που οφείλεται σε µη ελέγξιµους 

παράγοντες είναι σηµαντικά µεγαλύτερο από το µέρος που οφείλεται σε καθαρά σφάλµατα. 

Στην περίπτωση αυτή το 
2

e
s  είναι καλύτερη εκτίµηση του σ2

 απ’ ότι το MSE. Μια πρώτη 

αντιµετώπιση είναι να προσθέσουµε δευτεροβάθµιους όρους στο µοντέλο και να ελέγξουµε 

την προσαρµογή του νέου µοντέλου. Αν ο λόγος F είναι ασήµαντος, τότε η ακρίβεια του 

µοντέλου δεν αµφισβητείται. Στην περίπτωση αυτή εκτιµούν το σ2
 πάλι από το MSE, αν και 

αυτή η εκτίµηση δεν είναι πολύ διαφορετική από την 
2

e
s . 

 

� 2.12:  Το πρόβληµα της Πολυσυγγραµµικότητας       (Multicollinearity) 

 

Η ερµηνεία ενός προβλήµατος µε την χρησιµοποίηση της µεθόδου αναλύσεως της 

πολλαπλής παλινδρόµησης επιτυγχάνεται καλύτερα όταν οι ανεξάρτητες µεταβλητές που 

αποτελούν το µοντέλο είναι µεταξύ τους ασυσχέτιστες. Όταν υφίστανται έντονες συσχετίσεις 
µεταξύ των µεταβλητών είναι δύσκολο, αν όχι αδύνατο, να αξιολογηθεί η ουσιαστική 

προσφορά µιας συγκεκριµένης ανεξάρτητης µεταβλητής επί της εξαρτηµένης που οφείλεται 
αποκλειστικά στη συγκεκριµένη ανεξάρτητη µεταβλητή. Όταν οι ανεξάρτητες µεταβλητές 

δεν είναι ορθογώνιες µεταξύ τους είναι ενδεχόµενο οι εκτιµούµενοι συντελεστές 

παλινδρόµησης να είναι εξαιρετικά ασταθείς και οι τιµές τους να υφίστανται δραµατικές 

αλλαγές όταν κάποια νέα µεταβλητή προστίθενται ή αποµακρύνεται ή όταν µικρές µεταβολές 

στα δεδοµένα του προβλήµατος. Η κατάσταση η οποία δηµιουργείται όταν υπάρχουν 

ισχυρές συσχετίσεις µεταξύ των ανεξάρτητων µεταβλητών στην πολλαπλή παλινδρόµηση 
ονοµάζεται πολυσυγγραµµικότητα (multicollinearity). Στις περιπτώσεις που το πρόβληµα 

αυτό υφίσταται θα πρέπει κανείς να είναι ιδιαίτερα προσεκτικός στην ερµηνεία όλων των 

εκτιµητριών που προκύπτουν από το µοντέλο αυτό. Υπάρχει µια σειρά από προειδοποιητικές 

ενδείξεις που αν ο ερευνητής τις προσέξει είναι δυνατόν να αντιληφθεί ότι υπάρχει 
πολυσυγγραµµικότητα. Η πιο σηµαντική από αυτές είναι ο πίνακας των συντελεστών 
συσχετίσεως (Correlation Matrix) των ανεξάρτητων µεταβλητών. Αν στον πίνακα αυτόν 

υπάρχουν µεγάλες θετικές ή αρνητικές τιµές θα έχουµε µια ένδειξη ότι οι αντίστοιχες 

ανεξάρτητες µεταβλητές που χρησιµοποιούνται στο µοντέλο έχουν µεταξύ τους ισχυρό 

βαθµό συσχέτισης. Το στατιστικό συµπέρασµα που προκύπτει στις περιπτώσεις αυτές είναι 
ότι κάποιες από τις µεταβλητές συνεισφέρουν ελάχιστα ή καθόλου, στην πρόβλεψη της 

εξαρτηµένης µεταβλητής οπότε και θα πρέπει να αποµακρυνθούν από το µοντέλο. Εάν, παρ’ 

όλα αυτά, ο ερευνητής είναι βέβαιος ότι ο καθαρισµός των ανεξάρτητων µεταβλητών έγινε 

σωστά και θα πρέπει να εξετάσει δύο άλλες ενδείξεις για το κατά πόσον υπάρχει 
πολυσυγγραµµικότητα: 

• Εάν τα πρόσηµα ορισµένων συντελεστών στην παλινδρόµηση είναι αντίθετα από 

αυτά που θα περίµενε κανείς λόγω της φύσης του προβλήµατος και  

• Εάν σηµαντικοί συντελεστές της παλινδρόµησης εµφανίζονται να έχουν µεγάλες 

τιµές στις τυπικές αποκλίσεις τους 

Οποιαδήποτε από τις δύο αυτές ενδείξεις θα πρέπει να προβληµατίσει τον ερευνητή και 
να τον οδηγήσει σε µια σοβαρή έρευνα για το κατά πόσον υφίστανται πολυσυγγραµµικότητα. 

Ο καθορισµός εκείνων των γραµµικών συνδυασµών των παραµέτρων β που µπορούν να 
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εκτιµηθούν µε ακρίβεια είναι εξαιρετικά δύσκολο στην περίπτωση που υφίστανται 
πολυσυγγραµµικότητα. Παρότι, εν γένει, δεν είναι δυνατόν να εξαλειφθεί τελείως το 

πρόβληµα αυτό υπάρχει µια διαδικασία µε την οποία ο ερευνητής µπορεί να εργασθεί µε ένα 

µοντέλο που προκύπτει από το αρχικό µετασχηµατισµό των αρχικών µεταβλητών σε ένα 

σύνολο άλλων µεταβλητών που είναι ασυσχέτιστες µεταξύ τους. Η µεθοδολογία αυτή 

ονοµάζεται ανάλυση κυρίων συνιστωσών (principal component analysis). Η τεχνική αυτή 

είναι µια πάρα πολύ ισχυρή τεχνική τόσο στον εντοπισµό της πολυσυγγραµµικότητας όσο και 
ως µεθοδολογία που οδηγεί στον καθορισµό εκείνων των γραµµικών συνδυασµών των 

συντελεστών παλινδρόµησης που µπορούν να εκτιµηθούν µε ακρίβεια. Μια άλλη προσέγγιση 

είναι να υπολογισθούν οι k συντελεστές προσδιορισµού των παλινδροµήσεων κάθε µιας από 

τις ανεξάρτητες µεταβλητές στις υπόλοιπες k-1 ανεξάρτητες µεταβλητές. Εκείνες οι 
µεταβλητές που εµφανίζουν υψηλό συντελεστή προσδιορισµού θα πρέπει να θεωρηθεί ότι 
είναι συγγραµµικές µε τουλάχιστον µια από τις υπόλοιπες µεταβλητές. Στη συνέχεια θα 

πρέπει να υπολογισθεί η οµάδα εκείνων των µεταβλητών που έχουν υψηλή 

πολυσυγγραµµικότητα και µια ή περισσότερες από αυτές τις µεταβλητές µέσα στη 

συγκεκριµένη οµάδα θα πρέπει να αποµακρυνθούν πριν προχωρήσει κανείς σε ανάλυση 

παλινδρόµησης για την αρχική εξαρτηµένη µεταβλητή.    

Συµπερασµατικά, µε τον όρο πολυσυγγραµµικότητα (multicollinearity), εννοούµε την 

ύπαρξη µιας ανεξάρτητης µεταβλητής Xj που είναι γραµµικά συσχετισµένη µε µια άλλη 

ανεξάρτητη µεταβλητή ή µε ένα γραµµικό συνδυασµό άλλων ανεξάρτητων µεταβλητών. Η 

πολυσυγγραµµικότητα είναι αρκετά συχνό φαινόµενο, ιδιαίτερα όταν τα δεδοµένα 

προέρχονται από κοινωνικές ή οικονοµικές µελέτες και είναι από τις κυριότερες αιτίες για την 

εξαγωγή λαθεµένων συµπερασµάτων στην πολλαπλή γραµµική παλινδρόµηση. Η ύπαρξη 

πολυσυγγραµµικότητας συνεπάγεται την αύξηση των τυπικών σφαλµάτων των συντελεστών 

παλινδρόµησης. Μάλιστα αν υπάρχει πλήρης ή τέλεια πολυσυγγραµµικότητα αν δηλ. 

0j i i

i j

X Xλ λ
≠

= +∑  τότε ο πίνακας σχεδιασµού Χ έχει βαθµό µικρότερο του k+1 δηλ. 

είναι ιδιάζων και εποµένως δεν µπορούν να βρεθούν συντελεστές παλινδρόµησης. Όσο 

περισσότερο προσεγγίζεται η παραπάνω ακραία περίπτωση τόσο περισσότερο προσεγγίζεται 
η παραπάνω ακραία περίπτωση, τόσο περισσότερες υπολογιστικές δυσκολίες 

δηµιουργούνται. Η απαλοιφή της µεταβλητής Χj δεν λύνει πάντα το πρόβληµα διότι σε αυτήν 

την περίπτωση οι συντελεστές παλινδρόµησης των υπολοίπων µεταβλητών δεν εκτιµούνται 
αµερόληπτα. Πράγµατι ας θεωρήσουµε το µοντέλο  

Y = β0 + β1Χ1 + β2Χ2 + ε                     (2.1) 

όπου οι µεταβλητές Χ1, Χ2 είναι γραµµικά συσχετισµένες. Αν η γραµµική συσχέτιση είναι 

πλήρης δηλ. αν X2 = λ + µΧ1 τότε όπως είναι γνωστό 
1 2, 1

X X
r = ±  αλλιώς αν η γραµµική 

συσχέτιση είναι σχεδόν πλήρης τότε 
1 2,X X

r  είναι περισσότερο ή λιγότερο κοντά στο +1. 

Εν συνεχεία µπορούµε να δείξουµε ότι ισχύει  
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ε
β

−

−
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−
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−

∑ ∑

∑ ∑

)

)  

Αν 
1 2, 1

X X
r = ±  τότε 1( )s β

)
, 2( )s β

)
 απειρίζονται, ενώ όσο περισσότερο πλησιάζει το 

1 2,X X
r  

την τιµή 1 τόσο περισσότερο µεγαλώνουν οι τυπικές αποκλίσεις των 1β
)

, 2β
)

. Το ίδιο 

συµβαίνει και όταν υπάρχουν περισσότερες µεταβλητές. Μπορεί όµως σε αυτήν την 

περίπτωση να έχουµε ακόµη και πλήρη πολυσυγγραµµικότητα, π.χ. X2 = X3 + Χ4 χωρίς να 

έχουµε µεγάλες ανά δύο συσχετίσεις των  προβλεπουσών µεταβλητών. Έτσι ο έλεγχος και 
µόνο  του πίνακα των συσχετίσεων δεν αποκαλύπτει πάντα την ύπαρξη 

πολυσυγγραµµικότητας.  

Ας υποθέσουµε τώρα ότι επειδή 
1 2,X X

r  είναι αρκετά µεγάλο, απαλείφουµε τη µεταβλητή 

Χ2, θεωρώντας ως καταλληλότερο το µοντέλο 0 1 1Y b b X= +
) ))

. Τότε µπορεί να δειχτεί ότι 

1

1 2

2

1 1 2

X

X X

X

s
Eb r

S
β β= +

)

 

δηλαδή για να είναι ο 1b
)

 αµερόληπτος εκτιµητής του β1 θα πρέπει είτε β2 = 0 είτε 
1 2X X

r =0. 
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� 2.13: Αµφικλινής Παλινδρόµηση (Ridge Regression) 

Μια εναλλακτική µέθοδος για την αντιµετώπιση της πολυγραµµικότητας είναι µέθοδος 

της αµφικλινούς παλινδρόµησης (ridge regression). Η µέθοδος αυτή προτάθηκε από το 

Hoerl (1962) και αναλύθηκε µε λεπτοµερή τρόπο από τους Hoerl & Kennard (1970). Η 

διαδικασία που προτείνεται µε τη µέθοδο αυτή έχει ως στόχο να ξεπεράσει τη δυσκολία που 

δηµιουργείται από την ύπαρξη συσχέτισης µεταξύ των ανεξάρτητων µεταβλητών. Σύµφωνα 

µε τν µέθοδο αυτή προστίθεται µια σταθερά Θ στα στοιχεία της διαγωνίου του πίνακα. Ζ΄Ζ 

όπου:   

11 21 1

21 22 2

1 2

...

...

... ... ... ...

...

k

k

m m mk

x x x

x x x
Z

x x x

 
 
 =
 
 
 

 

(Ζ είναι δηλαδή ο πίνακας που έχει ως στήλες του τις παρατηρήσεις των ανεξάρτητων 

µεταβλητών Χ1,Χ2,…,Χk). 

Οι εκτιµήτριες των συντελεστών παλινδρόµησης της µεθόδου αυτής δίνονται από τον 

τύπο: ( ) 1*
Z Z kI Z Yβ −′ ′= +

)

 

Οι εκτιµητές που προκύπτουν από την µέθοδο αυτή είναι πάντοτε µεροληπτικοί αλλά οι 
διασπορές τους είναι αισθητά µικρότερες από αυτές των εκτιµητριών ελαχίστων τετραγώνων. 

Οι λόγοι που οι εκτιµήτριες τετραγώνων χρησιµοποιούνται περισσότερο στις µεθόδους 

παλινδρόµησης οφείλονται στο ότι είναι απλές όσον αφορά τον υπολογισµό τους, γεωµετρικά 

αισθητές και µε δεδοµένο ότι κάποιες υποθέσεις ισχύουν µε απόλυτο τρόπο είναι βέλτιστες 

για µια σειρά από κριτήρια. Οι εκτιµήτριες ελαχίστων τετραγώνων έχουν χρησιµοποιηθεί µε 

επιτυχία για περισσότερα από 160 χρόνια. Τα τελευταία χρόνια, κυρίως λόγω της πληθώρας 

των ηλεκτρονικών υπολογιστών διαφόρων µορφών που είναι διαθέσιµοι, έχουν αναπτυχθεί 
και χρησιµοποιούνται µια σειρά από άλλες εκτιµήτριες κυρίως για να καλύψουν κάποιες 

συγκεκριµένες αδυναµίες της µεθόδου ελαχίστων τετραγώνων. (Για παράδειγµα οι 
εκτιµήτριες που αναφέραµε στη µέθοδο της αµφικλινούς παλινδρόµησης αναπτύχθηκαν για 

να ξεπερασθεί το πρόβληµα που δηµιουργείται στις εκτιµήτριες της παλινδρόµησης από το 

πρόβληµα της πολυσυγγραµµικότητας)  

 

 

� 2.14:  Όριο ανοχής 

Ο χαρακτηρισµός µιας ανεξάρτητης µεταβλητής Χi ως σηµαντικής για την πρόβλεψη των 

τιµών της Υ, εξαρτάται όπως προκύπτει από τα προηγούµενα  όχι µόνο από την εκτίµηση 
i

β
)

 

του συντελεστού παλινδρόµησης της Xi, αλλά και από το τυπικό σφάλµα µε το οποίο 

εκτιµάται ο συντελεστής 
i

β
)

 δηλ, από το ( )is β
)

. Συντελεστές µε µεγάλα τυπικά σφάλµατα 
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θεωρούνται µη αξιόπιστοι και µπορούν να παίρνουν πολύ διαφορετικές τιµές για διαφορετικά 

δείγµατα. 

Η ύπαρξη πολυσυγγραµµικότητας µεταξύ των ανεξάρτητων µεταβλητών έχει ως 

αποτέλεσµα την εκτίµηση συντελεστών παλινδρόµησης µε µεγάλα τυπικά σφάλµατα. 

Πράγµατι µπορεί να δειχτεί ότι ( )
2

2

2 2(1 )( 1)
i

i i

s
s

R N s
β =

− −

)

 

όπου s
2
 είναι η διασπορά των σφαλµάτων στο µοντέλο Y X β ε= +

��

, 
2

i
s  είναι η διασπορά της 

µεταβλητής Xi και Ri
2
 ο συντελεστής προσδιορισµού του µοντέλου ( ) ( )i i iX X β ε= +

�
�

 που 

θεωρεί τη µεταβλητή Xi ως εξαρτηµένη από τις υπόλοιπες ανεξάρτητες µεταβλητές. Με Χi 

και βi συµβολίσαµε όπως και προηγούµενα τους πίνακες που προκύπτουν από τους Χ και β΄ 
µε τη διαγραφή της στήλης τους που αντιστοιχεί στη µεταβλητή Χi. Η ποσότητα Ri

2 πλησιάζει 
την µονάδα αν υπάρχει µεγάλη πολυσυγγραµµικότητα στα δεδοµένα αν δηλ. η µεταβλητή 

είναι περίπου γραµµικός συνδυασµός των υπόλοιπων ανεξάρτητων µεταβλητών. Στη 

περίπτωση αυτή είναι φανερό ότι η ποσότητα 1-Ri
2 πλησιάζει το µηδέν και εποµένως το 

τυπικό σφάλµα του συντελεστή 
i

β
)

 αυξάνει. Μάλιστα για σταθερό µέγεθος δείγµατος και 
σταθερή διασπορά σφαλµάτων το τυπικό σφάλµα αυξάνει τόσο περισσότερο όσο µικρότερο 

γίνεται το 
2

1
i

R− .  Αν όµως το 1- Ri
2 γίνει αρκετά µικρό τότε είναι ενδεχόµενο να έχουµε και 

υπολογιστικά προβλήµατα. Έτσι ορίζουµε ανάλογα µε την αριθµητική που χρησιµοποιούµε 

µια οριακή τιµή που λέγεται όριο ανοχής (tolerance bound) και είναι τέτοια ώστε αν το 1-Ri
2 

γίνει µικρότερο από το όριο ανοχής να αποκλείσουµε την µεταβλητή Xi από το µοντέλο 

παλινδρόµησης. Το όριο ανοχής που δέχεται αυτόµατα το SPSS στις νεώτερες παραλλαγές 

του είναι Τ=0.0001 ενώ σε παλιότερες ήταν 0.01. Υπάρχει τρόπος όµως να ορίσουµε ως όριο 

ανοχής και κάποια άλλη µεγαλύτερη τιµή ώστε να αποκλείσουµε µεταβλητές που έχουν 

µεγάλη πολυσυγγραµµικότητα. Στο πρόγραµµα REGRESSION SPSS η τιµή 1-Ri
2 αναφέρεται 

ως ανοχή (TOLERANCE) της µεταβλητής Xi και η τιµή αυτή συγκρίνεται µε το όριο ανοχής. 

Αν η «ανοχή της Xi» είναι µικρότερη του ορίου ανοχής Τ η µεταβλητή Χi δεν µπαίνει στο 

µοντέλο ακόµη και αν η συµµετοχή της θα εξηγούσε µεγάλο µέρος της ανεξήγητης 

διασποράς. Τέλος είναι δυνατό η προσθήκη µιας µεταβλητής στο µοντέλο µε επιτρεπή ανοχή 

να ελαττώσει τόσο πολύ την ανοχή κάποιας άλλης µεταβλητής που υπήρχε ήδη στο µοντέλο 

και έτσι να δηµιουργηθεί πρόβληµα. Γι’ αυτό το SPSS για κάθε µεταβλητή που δεν είναι στο 

µοντέλο υπολογίζει όχι µόνο την δική της ανοχή που θα είχε αν συµµετείχε στο µοντέλο αλλά 

και όλως των άλλων µεταβλητών που είναι στο µοντέλο. Τυπώνει τέλος ως ελάχιστη ανοχή 

(MIN TOLER) τη µικρότερη από τις τιµές αυτές. 
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- Κεφάλαιο 3:  Η εξέταση των Υ̟ολοί̟ων 
 

� 3.1: Εισαγωγή 

Τα υπόλοιπα ei  ορίζονται ως οι n διαφορετικές 
i i i

Y Yε = −
)

,  i =1,2,……., n όπου Υi είναι 

µια παρατήρηση και 
i

Y
)

 είναι η αντίστοιχη προσαρµοσµένη τιµή που προσδιορίζεται από την 

προσαρµοσµένη εξίσωση παλινδρόµησης. 

Από τον ορισµό αυτό µπορούµε να δούµε ότι τα υπόλοιπα ei είναι οι διαφορές µεταξύ 

αυτού που πραγµατικά παρατηρείται και αυτού που προβλέπεται από την εξίσωση 

παλινδρόµησης, δηλαδή είναι η ποσότητα την οποία η εξίσωση της παλινδρόµησης δεν είναι 
ικανή να ερµηνευτεί. Έτσι µπορούµε να θεωρήσουµε τα e ως τα παρατηρούµενα σφάλµατα 

αν το µοντέλο είναι σωστό. Για να εκτελέσουµε τώρα την ανάλυση της παλινδρόµησης 

κάνουµε συγκεκριµένες υποθέσεις για τα σφάλµατα, οι συνήθεις υποθέσεις είναι ότι τα 

σφάλµατα είναι ανεξάρτητα, έχουν µέση τιµή µηδέν, σταθερή διασπορά σ2
 και ακολουθούν 

µια κανονική κατανοµή. Η τελευταία υπόθεση απαιτείται για να κάνουµε F – ελέγχους. Έτσι 
αν το µοντέλο προσαρµογής είναι σωστό, τα υπόλοιπα θα πρέπει να παρουσιάζουν τάσεις που 

τείνουν να επιβεβαιώσουν τις υποθέσεις που κάναµε ή το λιγότερο δεν θα πρέπει να 

παρουσιάζουν µια άρνηση των υποθέσεων. Την τελευταία αυτή ιδέα θα πρέπει να τη 

διατηρούµε στο µυαλό µας όταν εξετάζουµε τα υπόλοιπα και οφείλουµε να διερωτηθούµε: 

‘’∆είχνουν τα υπόλοιπα ότι οι υποθέσεις µας είναι λανθασµένες’’. Αφού εξετάσουµε τα 

υπόλοιπα τότε θα είµαστε σε θέση να συµπεράνουµε (1) ότι οι υποθέσεις φαίνεται ότι 
παραβιάζονται (µε τρόπο που µπορεί να προσδιοριστεί) (2) ότι οι υποθέσεις δε φαίνεται να 

παραβιάζονται. Σηµειώνουµε ότι η περίπτωση (2) δεν σηµαίνει ότι καταλήγουµε στο 

συµπέρασµα ότι οι υποθέσεις είναι σωστές, απλά σηµαίνει ότι µε βάση τα διαθέσιµα 

δεδοµένα δεν έχουµε λόγο να πούµε ότι οι υποθέσεις δεν είναι σωστές. Το ίδιο ισχύει και στις 

περιπτώσεις ελέγχου υποθέσεων όπου είτε απορρίπτουµε είτε δεν απορρίπτουµε (πάρα 

αποδεχόµαστε) τη µηδενική υπόθεση. Τώρα θα δώσουµε τρόπους εξέτασης των υπολοίπων 

για να ελέγξουµε το µοντέλο. Όλοι αυτοί οι τρόποι είναι γραφικοί, εύκολα εφαρµόσιµοι και 
συνήθως πολύ αποκαλυπτικοί όταν οι υποθέσεις παραβιάζονται. Οι βασικοί τρόποι για να 

παραστήσουµε γραφικά τα υπόλοιπα e είναι 

1. Συνολικά. 

2. Σε χρονική ακολουθία, αν είναι γνωστή η σειρά. 

3. Ως προς τις προσαρµοσµένες τιµές 
i

Y
)

. 

4. Ως προς τις ανεξάρτητες µεταβλητές Χij , για j = 1,2,…..k 

5. Με κάθε τρόπο που είναι λογικός για το ειδικότερο πρόβληµα που εξετάζεται. 
 

� 3.2:  Συνολικό ∆ιάγραµµα 

Αν το µοντέλο µας είναι σωστό τα υπόλοιπα αυτά θα πρέπει να µοιάζουν µε 

παρατηρήσεις από µια κανονική κατανοµή µε µέση τιµή µηδέν. 

Πρώτα σηµειώνουµε ότι η µέση τιµή των υπολοίπων είναι µηδέν, αλλά αυτό 

αναγκαστικά συµβαίνει σε κάθε µοντέλο παλινδρόµησης που περιλαµβάνει ένα σταθερό όρο 

β0. Αυτό εύκολα φαίνεται από την πρώτη κανονική εξίσωση που προκύπτει διαφορίζοντας το 
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άθροισµα τετραγώνων των σφαλµάτων ως προς β0. Αν το µοντέλο προσαρµογής είναι 

0 1 1( ) ... k kE Y X Xβ β β= + + + , η εξίσωση µπορεί να γραφεί ως  

( )0 1 12 ... 0i i k kiY b b X b X− − − − − =∑  

όπου το άθροισµα λαµβάνεται για i=1,2,……..,n. Η εξίσωση αυτή ανάγεται στην  

( ) 0i iY Y− =∑
)

 

Εποµένως ισχύει  

0
i

i

e
e

n
= =∑∑  

Μια εναλλακτική διαδικασία είναι να κατασκευάσουµε είτε ένα κανονικό διάγραµµα 

(normal plot) είτε ένα ηµικανονικό διάγραµµα (half normal plot) των υπολοίπων σε χαρτί 
τυπικής πιθανότητας. Τα σηµεία θα πέφτουν κατά προσέγγιση πάνω σε µια ευθεία γραµµή. 

Ωστόσο, για µια ακόµα φορά, απαιτούνται κανόνες αξιολόγησης του διαγράµµατος. 

Όταν ο αριθµός των υπολοίπων είναι πολύ µεγάλος, το συνολικό διάγραµµα µπορεί να 

γίνει σε µορφή ιστογράµµατος αντί σε µορφή στικτού διαγράµµατος. Σ αυτή την περίπτωση, το 

κανονικό ή το ηµικανονικό διάγραµµα µπορεί να κατασκευαστεί µόνο από µια συλλογή των 

µικρότερων παρατηρήσεων, για παράδειγµα µε (έστω, π.χ.) 200 παρατηρήσεις, στο 

ηµικανονικό διάγραµµα µπορούµε να χρησιµοποιήσουµε τη 10
η
 µικρότερη, 20

η
 µικρότερη 

κτλ µέχρι (έστω, π.χ.)την 180
η
 και κατόπιν να κατασκευάσουµε το διάγραµµα όλων όσων 

αποµένουν στις οποίες είναι πιθανό να παρατηρηθεί η εκτός-ουράς της κατανοµής 

συµπεριφορά. 

 

Η Μορφή ‘’Τυπικής Κανονικής Απόκλισης’’ των Υπολοίπων 

Συνήθως υποθέτουµε ότι ( )20,Nε σ
�

� , έτσι ώστε / (0,1)ie Nσ � . Τώρα αν το µοντέλο είναι 

σωστό, το µέσο τετράγωνο υπολοίπων 

2 2

2 1 1
( )

( ) ( )

n n

i ii i
e e e

s
n p n p

= =
−

= =
− −

∑ ∑
 

εκτιµά τη σ2
. (Αν αγνοήσουµε το σφάλµα στρογγυλοποίησης τότε / 0

i
e e n= =∑ ). Η 

ποσότητα ei/s συχνά ονοµάζεται µορφή της τυπικής κανονικής απόκλισης (unit normal 

deviate form) του υπολοίπου ei. Τα ei/s, i=1,2,…….n, µπορούν να εξεταστούν σε ένα 

συνολικό διάγραµµα για να δούµε αν η υπόθεση εi/σ – Ν(0,1) είναι λανθασµένη. Επειδή το 

95% µιας Ν(0,1) κατανοµής βρίσκεται µεταξύ των ορίων (-1.96, 1,96) µπορούµε να 

αναµένουµε (κατά προσέγγιση) ότι χονδρικά το 95% των ei/s είναι µεταξύ των ορίων (-2, 2). 
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Μερικές φορές είναι κατάλληλο να εξετάσουµε τα υπόλοιπα  µε αυτό τον εναλλακτικό τρόπο, 

για παράδειγµα να ελέγξουµε για αποµονωµένα σηµεία (outliers). 

 

 

� 3.3:  ∆ιάγραµµα σε Χρονική Ακολουθία 

Το Σχήµα αυτό είναι ενδεικτικό ότι µια µακροχρόνια χρονική επίδραση (a long-term time 

effect) δεν επηρεάζει τα δεδοµένα (ή αν τα επηρεάζει, η επίδραση έχει κάπως εξηγηθεί από 

µια µεταβλητή Χ η οποία επίσης υπόκειται σε µια χρονική επίδραση). 

1) Η διασπορά δεν είναι σταθερή αλλά αυξάνεται µε το χρόνο, που σηµαίνει ότι µια 

ανάλυση σταθµισµένων ελαχίστων τετραγώνων θα έπρεπε να είχε χρησιµοποιηθεί. 
2) Ένας γραµµικός ως προς το χρόνο όρος θα έπρεπε να είχε περιληφθεί στο µοντέλο. 

3) Γραµµικοί και τετραγωνικοί ως προς το χρόνο όροι θα έπρεπε να είχαν περιληφθεί 
στο µοντέλο. 

Φυσικά, µπορεί να εµφανιστούν συνδυασµοί και παρεκκλίσεις αυτών των ατελειών. 

 

� 3.4:  ∆ιάγραµµα ως προς i
Y
)

 

Εδώ τα διαγράµµατα θα υποδείκνυαν: 

1) Μη σταθερή διασπορά όπως υποτέθηκε ανάγκη για σταθµισµένα ελάχιστα τετράγωνα 

ή µετασχηµατισµό των παρατηρήσεων Υi πριν κάνουµε µια ανάλυση παλινδρόµησης. 

2) Σφάλµα στην ανάλυση. Η παρέκκλιση (departure) από την εξίσωση προσαρµογής είναι 
συστηµατική (αρνητικά υπόλοιπα αντιστοιχούν σε χαµηλές τιµές της Υ ενώ θετικά 

υπόλοιπα σε υψηλές τιµές της Υ). Το αποτέλεσµα µπορεί επίσης να οφείλεται στη 

λανθασµένη παράλειψη του όρου β0 από το µοντέλο. 

3) Ανεπαρκές µοντέλο – ανάγκη για επιπλέον όρους στο µοντέλο (π.χ. τετραγωνικοί όροι 
ή όροι σταυρωτών γινοµένων) ή ανάγκη για ένα µετασχηµατισµό των παρατηρήσεων 

Υi πριν από την ανάλυση. 

Το διάγραµµα των υπολοίπων 
i i i

Y Yε = −
)

  ως προς 
i

Y
)

 και όχι ως προς τα Υi, στο συνήθη 

γραµµικό µοντέλο το κατασκευάζουµε επειδή τα e και Υ συνήθως είναι συσχετισµένα ενώ τα 

e και Y
)

 δεν είναι. Ένας τρόπος για να το δούµε αυτό είναι να θεωρήσουµε τα διαγράµµατα 

των ei ως προς (i) τα Υi και (ii) τα 
i

Y
)

  και να βρούµε την κλίση µιας γραµµής ελαχίστων 

τετραγώνων διαµέσου των σηµείων. Η κλίση αυτή θα είναι περίπτωση (i) 1-R
2
 και στην (ii) 0. 

 

� 3.5:  ∆ιάγραµµα ως προς τις Ανεξάρτητες Μεταβλητές Χji,  

i=1,2,…….n 

Η µορφή αυτών των διαγραµµάτων είναι ίδια µε εκείνη των διαγραµµάτων ως προς Υi, 

µε τη διαφορά ότι τώρα χρησιµοποιούµε (αντί των τιµών που αντιστοιχούν στα  Υi) τις τιµές 
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των αντίστοιχων Χji και συγκεκριµένα τις Χj1, Xj2,……..Xjn. Για µια φορά ακόµα η συνολική 

εικόνα µιας οριζόντιας ζώνης των υπολοίπων εκλαµβάνεται ως ικανοποιητική. Οι ανωµαλίες 

υποδεικνύουν: 

1) Μη σταθερή διασπορά, ανάγκη για σταθµισµένα ελάχιστα τετράγωνα ή για ένα 

µετασχηµατισµό των Υ. 

2) Σφάλµα στους υπολογισµούς, η γραµµική επίδραση των Χj δεν εξαλείφεται. 
3) Ανάγκη για επιπλέον όρους για παράδειγµα, ένας τετραγωνικός όρος του Χj στο 

µοντέλο ή ένας µετασχηµατισµός των Υ. 

Σε µικρά προβλήµατα παλινδρόµησης τα οποία περιλαµβάνουν µόνο δυο ή τρεις 

ανεξάρτητες µεταβλητές Χ, είναι δυνατό να κατασκευάσουµε ένα διάγραµµα του χώρου των 

δυο ή τριών διαστάσεων στον οποίο βρίσκονται τα σηµεία των δεδοµένων. Σε µια τέτοια 

περίπτωση µπορούµε να κατασκευάσουµε ένα διάγραµµα των σηµείων στα οποία 

λαµβάνονται οι παρατηρήσεις κα να γράψουµε τα υπόλοιπα δίπλα σ αυτά τα σηµεία. Όπου 

αυτό είναι δυνατό, το διάγραµµα συχνά δίνει µια καλή οπτική κατανόηση της περίπτωσης. 

Όταν έχουµε περισσότερες από Χ – µεταβλητές είναι δυνατό να κατασκευάσουµε τέτοια 

διαγράµµατα για υποσύνολα των µεταβλητών και αυτός ο τρόπος είναι µερικές φορές ο 

κατάλληλος. 

 

� 3.6:  Αποµονωµένες Τιµές  

Αποµονωµένη ή ακραία τιµή (outlier) µεταξύ των υπολοίπων είναι εκείνη που κατ’ 

απόλυτη τιµή είναι αρκετά µεγαλύτερη από τις υπόλοιπες και ίσως βρίσκεται σε απόσταση 

τριών ή τεσσάρων τύπων αποκλίσεων από τη µέση τιµή των υπολοίπων. Η αποµονωµένη 

τιµή αποτελεί ιδιοµορφία και υποδεικνύει ένα σηµείο των δεδοµένων που δεν είναι καθόλου 

αντιπροσωπευτικό όπως τα άλλα δεδοµένα και θα πρέπει να εξεταστεί ιδιαίτερα προσεκτικά 

για να δούµε αν η αιτία της ιδιοµορφίας του µπορεί να προσδιοριστεί. 

 

� 3.7: Σειριακή Συσχέτιση Υπολοίπων 

Στην παλινδρόµηση, συνήθως υποθέτουµε ότι τα σφάλµατα παρατήρησης είναι κατά 

ζεύγη ασυσχέτιστα. Αν αυτή η υπόθεση είναι ουσιαστικά λανθασµένη, τότε αναµένουµε ότι 
τα διαγράµµατα των υπολοίπων σε χρονική σειρά ή σε κάποια άλλη λογική σειρά που 

ορίζεται από τις πρακτικές περιστάσεις, θα µας βοηθήσουν να το ανακαλύψουµε. Υπάρχουν, 

βέβαια, διάφοροι τρόποι µε τους οποίους τα σφάλµατα µπορεί να σχετίζονται. Ένας 

συνηθισµένος τρόπος είναι να είναι σειριακά συσχετισµένα (serially correlated), δηλαδή, οι 
συσχετίσεις µεταξύ σφαλµάτων που έχουν s βήµατα είναι πάντοτε ίδιες. Γι αυτή τη 

συσχέτιση θα χρησιµοποιήσουµε το συµβολισµό ρs, s=1,2,……. 

Ειδικότερα, αν τα υπόλοιπα παρουσιάζουν τοπική θετική σειριακή συσχέτιση (locale 

positive serial correlation), τότε διαδοχικά υπόλοιπα σε χρονική ακολουθία τείνουν να είναι 
περισσότερο ανόµοια απ’ ότι τα µη διαδοχικά. Η συσχέτιση µεταξύ υπολοίπων που απέχουν 

ένα (δυο ή τρία…) βήµα(τα) ονοµάζεται σειριακή συσχέτιση υστέρησης µε βήµα -1 (ή 2 ή 

3,....) (lag-1 (or 2 or 3…..) serial correlation). Εµπειρικά η σειριακή συσχέτιση υστέρησης µε 
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βήµα-1 µπορεί να εξεταστεί κατασκευάζοντας το διάγραµµα κάθε υπολοίπου εκτός του 

πρώτου έναντι του υπολοίπου που προηγείται. 

 

 

Χρήση Σταθµισµένων Ελαχίστων Τετραγώνων για Σειριακά Συσχετισµένα 

∆εδοµένα 

Μια βασική µέθοδος ανάλυσης που µπορεί να χρησιµοποιηθεί αν υπάρχουν σειριακές 

συσχετίσεις στα υπόλοιπα, είναι τα σταθµισµένα ελάχιστα τετράγωνα. 

 

∆υο Έλεγχοι για Σειριακή Συσχέτιση 

∆υο αρκετά γνωστοί τρόποι για τον έλεγχο υποδειγµάτων σειριακής συσχέτισης στα 

υπόλοιπα είναι ο έλεγχος ροών και ο έλεγχος των Durbin – Watson. 

 

� 3.8:  Εξέταση Ροών στο ∆ιάγραµµα Χρονικής Ακολουθίας των 

Υπολοίπων 

Όταν είναι γνωστή η χρονική ακολουθία ενός συνόλου υπολοίπων, µερικές φορές 

παρατηρούνται οµάδες µε θετικά ή αρνητικά υπόλοιπα κατά ένα ασυνήθιστο τρόπο. 

 

� 3.9:   Έλεγχος των Durbin-Watson για ένα Συγκεκριµένο Τύπο 

Σειριακής Συσχέτισης 

Ένας δηµοφιλής έλεγχος για τον εντοπισµό ενός συγκεκριµένου τύπου σειριακής 

συσχέτισης είναι ο ονοµαζόµενος έλεγχος των Durbin-Watson. 

Συνήθως υποθέτουµε ότι τα σφάλµατα eu είναι ανεξάρτητες Ν(0, σ2
) µεταβλητές έτσι 

ώστε όλες οι σειριακές συσχετίσεις είναι ρs = 0. Θα ελέγξουµε αυτή τη µηδενική υπόθεση Η0: 

όλα τα ρs = 0 µε τον έλεγχο των Durbin-Watson έναντι της εναλλακτικής H1: ρs=ρs
. 

Μια από τις υποθέσεις του µοντέλου Y X β ε= +
� ��

, όπου ( )1 2, ,...,
n

ε ε ε ε ′=
�

, είναι η 

ανεξαρτησία των τυχαίων µεταβλητών εi. Ένα είδος πιθανής εξάρτησης των µεταβλητών εi 

είναι της µορφής 

1k k kzε ρε −= +        (3.24)  

όπου 
2

(0, )
k

z N σ�  και zk ανεξάρτητη από τις εk-1, εk-2, ……. και τις zk-1, zk-2 κλπ. Τότε ο 

συντελεστής συσχέτισης των σφαλµάτων εt και εt+s θα είναι ρs = ρs
. Ένα στατιστικό για τον 

έλεγχο της υπόθεσης H0:ρ=0 µε εναλλακτική την H1:ρs=ρs
 είναι το στατιστικό Durbin – 

Watson που ορίζεται µε τον παρακάτω τρόπο. 
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Έστω εi το σφάλµα της i-στής παρατήρησης µετά την προσαρµογή του γραµµικού 

µοντέλου. Υπολογίζουµε την ποσότητα  

( )2

1

2

1

n

k k

k

n

k

k

d

ε ε

ε

−

=

−
=
∑

∑     (3.25) 

και βρίσκουµε από κατάλληλους πίνακες τις τιµές dL και du. Για τον έλεγχο της υπόθεσης Η0 

: ρ = 0 διακρίνουµε τις περιπτώσεις: 

� Εναλλακτική Η1 : ρ > 0 

                      d < dL        → απορρίπτεται η Η0 σε ε.σ. α 

                      d > du        → δεν απορρίπτεται η Η0 

                      dL ≤ d ≤ du → δεν προκύπτει αξιόπιστο συµπέρασµα. 

� Εναλλακτική Η1 : ρ < 0 

          Όπως το 1 µε (4 – d) αντί του d. 

� Εναλλακτική Η1 : ρ ≠ 0 (δίπλευρο τεστ) 

                      d < dL   ή   4 – d < dL → απορρίπτεται η Η0 σε ε.σ. 2α 

                      d > du  και  4 – d > du → δεν απορρίπτεται η Η0 

 Σε κάθε άλλη περίπτωση, δεν προκύπτει αξιόπιστο συµπέρασµα. 

Η µεροληψία όπως και η ετεροσκεδαστικότητα είναι δυο περιπτώσεις όπου οι συνθήκες 

κανονικότητας δεν ισχύουν και φυσικά δεν είναι οι µοναδικές. Πολλοί ερευνητές πρότειναν 

µεθόδους αντιµετώπισης τέτοιων «προβληµατικών» καταστάσεων, πολλές από τις οποίες 

υπάρχουν και στα στατιστικά πακέτα που κυκλοφορούν. Τέτοιες είναι η Αµφικλινής 
παλινδρόµηση (Ridge regression), η παλινδρόµηση των κύριων συνιστωσών (Principal 

component regression), των ιδιοτιµών (latent root regression) και άλλες.  
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- Κεφάλαιο 4:  Μετασχηµατισµοί Μεταβλητών σε ̟ερι̟τώσεις 
α̟όκλισης α̟ό τις υ̟οθέσεις  

 
� 4.1 Εισαγωγή 

Οι υποθέσεις που απαιτούµε να ικανοποιούνται, ώστε να προσαρµόσουµε µε 

ικανοποιητική αξιοπιστία το µοντέλο παλινδρόµησης Y X β ε= +
� ��

 είναι: 

1. Συνθήκες κανονικότητας των σφαλµάτων, δηλαδή 2(0, )N Iε σ
�

� . 

2. Οι µεταβλητές Χi να είναι ποσοτικές (µετρήσιµες). 

Πολλές φορές όµως στην πράξη οι µεταβλητές Χi είναι ποιοτικές ή απλά 

κατηγοριοποιηµένες, οπότε δεν ισχύει η δεύτερη προϋπόθεση. Άλλες φορές τα σφάλµατα δεν 

ακολουθούν κανονική κατανοµή (ούτε βέβαια και η Υ), ή ακολουθούν µεν κανονική κατανοµή 

αλλά µε διαφορετικές διασπορές. Τέλος µπορεί τα σφάλµατα να µην είναι ασυσχέτιστα µεταξύ 

τους. Στις τελευταίες περιπτώσεις δεν ικανοποιείται η πρώτη προϋπόθεση. 

Μία µέθοδος για την αντιµετώπιση τέτοιων καταστάσεων είναι η αναζήτηση 

µετασχηµατισµών µε τη βοήθεια των οποίων επιτυγχάνεται η άρση των αποκλίσεων. 

Στο σηµείο αυτό θα περιγράψουµε µετασχηµατισµούς για ειδικές περιπτώσεις. 

 

� 4.2: Μετασχηµατισµοί στο Γραµµικό Μοντέλο 

 

Οι βασικές ιδέες της ανάλυσης παλινδρόµησης µπορούν να χρησιµοποιηθούν 

αποτελεσµατικά και σε µερικές περιπτώσεις όπου έχουµε µη γραµµική σχέση µεταξύ x και y. 

 Πολλές φορές κατά τη µελέτη της σχέσης µεταξύ δύο µεταβλητών x και y, 

διαπιστώνουµε ότι αν και υπάρχει εξάρτηση µεταξύ x και y εν τούτοις απέχει πολύ από το να 

είναι γραµµική. Οι στατιστικές µέθοδοι για τη µελέτη µη γραµµικών µοντέλων είναι πολύ πιο 

δύσκολες από τις αντίστοιχες γραµµικές. Σε µερικές όµως περιπτώσεις είναι δυνατό να γίνουν 

στα x ή/ και στα y κατάλληλοι µετασχηµατισµοί ώστε η σχέση που προκύπτει να είναι περίπου 

γραµµική. Τότε κάνοντας χρήση των προηγούµενων και αντιστρέφοντας στη συνέχεια τις 

µετασχηµατισµένες µεταβλητές µπορούµε να πάρουµε τα ζητούµενα συµπεράσµατα για τις 

αρχικές ποσότητες. 

Παρακάτω δίνουµε µερικά Μη Γραµµικά Μοντέλα και τους αντίστοιχους 

µετασχηµατισµούς Γραµµικοποίησης. Επίσης δίνουµε την ορολογία των συγκεκριµένων 

µοντέλων όπως την συναντάµε στα περισσότερα στατιστικά πακέτα. 
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1. Πολλαπλασιαστικό µοντέλο (Multiplicative model) 

Αρχικό µοντέλο : 0 1

x
y a a ε= ⋅ ⋅  

Μετασχηµατισµός : y΄ = lny, x΄ = x, ε΄ = lnε 

Μετασχηµατισµένο µοντέλο : y΄ = β0 + β1 · x΄ + ε΄ όπου  

β0 = lnao, β1 = lnα1 

 

2. Εκθετικό µοντέλο (exponential model) 

Αρχικό µοντέλο : y = exp(α0 + α1 · x) 

Μετασχηµατισµός : y΄ = lny, x΄ = x, έ = ε 

Μετασχηµατισµένο µοντέλο : y΄ = β0 + β1 · x΄ + ε΄ όπου β0 = α0, β1 = α1 

 

3. Αντίστροφο µοντέλο (Reciprocal model) 

Αρχικό µοντέλο : 1/y = α0 + α1 · x 

Μετασχηµατισµός : y΄ = 1/y, x΄ = x, ε΄ = ε 

Μετασχηµατισµένο µοντέλο : y΄ = β0 + β1 · x΄ + ε΄ όπου β0 = α0, β1 = α1 

 

 

� 4.3: Ετεροσκεδαστικότητα 

Μια από τις βασικές προϋποθέσεις για την ανάλυση της παλινδρόµησης είναι η 

σταθερότητα της διασποράς των σφαλµάτων. Σε πολλές περιπτώσεις όµως αυτή η 

προϋπόθεση δεν ισχύει. Αν για παράδειγµα η µεταβλητή Υ είναι µια τυχαία µεταβλητή µε 

κατανοµή Poisson ή ∆ιωνυµική, η διασπορά των τιµών της Υ άρα και των υπολοίπων θα 

εξαρτάται από τη µέση τιµή και εποµένως δεν θα είναι σταθερή. Λέµε, τότε, ότι τα δεδοµένα 

έχουν Ετεροσκεδαστικότητα (Heteroscedasticity) και ένας τρόπος να το ανακαλύψουµε 

είναι να εξετάσουµε τα υπόλοιπα µετά τη µορφή του µοντέλου. Για το σκοπό αυτό κάνουµε 

τη γραφική παράσταση ( ), /
i i

Y e s
)

, όπου Υi η προβλεπόµενη τιµή στην παρατήρηση i και 

( )/ /i i ie s Y Y s= −
)

 το τυποποιηµένο υπόλοιπο στην παρατήρηση αυτή. 

Αν η γραφική παράσταση έχει τη µορφή παράλληλων ευθειών που περικλείουν όλα τα 

σηµεία τότε δεν έχουµε ετεροσκεδαστικότητα. Αν όµως έχουµε κάποια άλλη µορφή, τότε 

υπάρχει πρόβληµα. Π.χ. µια µορφή που δείχνει µια αύξηση της διασποράς µε την αύξηση του 

Υ, ή µια µορφή που δείχνει ότι υπάρχει συστηµατικό λάθος (αρνητικά υπόλοιπα σε χαµηλές 

τιµές του Υ και θετικά στις υψηλές) ή ακόµα και µια µορφή που δείχνει ότι πιθανόν 

χρειάζονται και άλλοι όροι στο µοντέλο. Ανάλογη εικόνα δίνει και η γραφική παράσταση (Xi, 

ei/s). 
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Ας υποθέσουµε ότι έχουµε την περίπτωση που δείχνει µια αύξηση της διασποράς µε την 

αύξηση του Υ και µάλιστα ότι συµβαίνει 

2 2( ) , 0
i i

Var k x kε = >           (3.13) 

όπου xi, η προβλέπουσα µεταβλητή και εi τα υπόλοιπα µετά την προσαρµογή του µοντέλου 

0 1Y Xβ β ε= + + . Αν θεωρήσουµε το µοντέλο 

1 0

1Y

X X X

ε
β β= + +                     (3.14) 

Τότε προφανώς θα ισχύει i

i

Var
x

ε 
 
 

=k
2
= σταθερά και εποµένως θα ισχύει η βασική 

προϋπόθεση της σταθερότητας της διασποράς. Όµως το µοντέλο (3.14) γράφεται 

0 1W a a Z e= + +  

όπου  

W=Y/X, Z=1/X, α0=β1, α1=β0, e=ε/X   (3.15) 

είναι δηλαδή ένα γραµµικό µοντέλο που ικανοποιεί τις συνθήκες κανονικότητας. 

Εργαζόµενοι µε το νέο µοντέλο εκτιµούµε τους συντελεστές αi και από αυτούς τους βi. 

 

� 4.4: Πολυπλοκότερα Μοντέλα- Εισαγωγή 
Στη συνέχεια θα δοθούν παραδείγµατα πολυπλοκότερων µοντέλων. Μερικά απ αυτά τα 

µοντέλα περιλαµβάνουν µετασχηµατισµούς των µεταβλητών και τη χρήση των εικονικών (ή 

βωβών) µεταβλητών. 

 

Ο γενικότερος τύπος γραµµικού µοντέλου ως προς τις µεταβλητές Χ1, Χ2,…, Χκ µπορεί 
να γραφεί µε τη µορφή 

 

0 0 1 1 2 2
...Y Z Z Z Zρ ρβ β β β ε= + + + + + +  (5.0.1) 

 

Η µεταβλητή Ζ0 είναι µια εικονική µεταβλητή που η τιµή της είναι πάντοτε ίση µε τη 

µονάδα, δηλαδή Ζ0 = 1 και για αυτό γενικά θα την παραλείπουµε. 
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� 4.5:  Πολυωνυµικά Μοντέλα ∆ιαφόρων Τάξεων ως προς Χj 

Μοντέλα Πρώτης – Τάξης 

 

1.Αν στην εξίσωση (5.0.1) θέσουµε p = 1 και Ζ1 = Χ, παίρνουµε το απλό µοντέλο πρώτης 

τάξης µε µία προβλέπουσα µεταβλητή: 

0 1Y Xβ β ε= + +        (5.1.1) 

2. Αν στην εξίσωση (5.0.1) θέσουµε p =κ και Zj = Xj, παίρνουµε ένα µοντέλο πρώτης – τάξης 

µε κ προβλέπουσες µεταβλητές: 

0 1 1 2 2 ... k kY X X Xβ β β β ε= + + + + +       (5.1.2) 

 

Μοντέλα ∆εύτερης – Τάξης 

1.Αν στην εξίσωση (5.0.1) θέσουµε p = 2, Z1 = X, Z2 = X
2
, και β2 = β11, παίρνουµε ένα 

µοντέλο δεύτερης - τάξης µε µια προβλέπουσα µεταβλητή: 

2

0 1 11Y X Xβ β β ε= + + +       (5.1.3) 

2.Αν στην εξίσωση (5.0.1) θέσουµε p = 5, Z1 = X1, Z2 = X2, Z3 = X1
2
, Z4 = X2

2
, Z5 = X1X2, β3 

= β11, β4 = β22, β5 = β12, παίρνουµε ένα µοντέλο δεύτερης – τάξης µε δύο προβλέπουσες 

µεταβλητές: 

2 2

0 1 1 2 2 11 1 22 2 12 1 2...Y X X X X X Xβ β β β β β ε= + + + + + + +       (5.1.4) 

 

 

Μοντέλα Τρίτης – Τάξης 

1.Αν στην εξίσωση (5.0.1) θέσουµε p = 3, Ζ1 = Χ, Ζ2 = Χ2
, Ζ3 = Χ3

, β2 = β11 και β3 = β111, 

παίρνουµε ένα µοντέλο τρίτης – τάξης µε µια προβλέπουσα µεταβλητή: 

2 3

0 1 11 111Y X X Xβ β β β ε= + + + +        (5.1.5) 

 

2.Αν στην εξίσωση (5.0.1) θέσουµε p = 9 και γίνει η κατάλληλη ταυτοποίηση των βi Zi το 

µοντέλο (5.0.1) µπορεί να παριστά ένα µοντέλο τρίτης – τάξης µε δυο προβλέπουσες 

µεταβλητές που δίνεται από την εξίσωση: 

2 2 3 2 2 3

0 1 1 2 2 11 1 12 1 2 22 2 111 112 1 2 122 1 2 222 2Y X X X X X X X X X X X Xβ β β β β β β β β β ε= + + + + + + + + + +  

(5.1.6) 
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Μετασχηµατισµοί 

Αν ένα µοντέλο δεύτερης – τάξης δεν είναι επαρκές, τότε µπορεί να είναι επαρκές ένα 

µοντέλο τρίτης – τάξης. Ωστόσο δεν θα πρέπει µηχανικά κάθε φορά να προσθέτουµε όρους 

µεγαλύτερης τάξης. Πολλές φορές είναι αποτελεσµατικότερο να διερευνήσουµε τις 

επιδράσεις που προκύπτουν από άλλους µετασχηµατισµούς των ανεξάρτητων µεταβλητών, ή 

από µετασχηµατισµούς της εξαρτηµένης µεταβλητής, ή και από τα δύο. Το ίδιο ισχύει επίσης 

όταν πρέπει να αποφασίσουµε για ένα µοντέλο πρώτης – τάξης έναντι ενός µοντέλου 

δεύτερης – τάξης. Για παράδειγµα, αν είναι κατάλληλη η προσαρµογή µιας ευθείας γραµµής 

της εξαρτηµένης logY στη Χ, τότε µια τέτοια µορφή µοντέλου είναι προτιµότερη από µια 

τετραγωνική µορφή της Υ στη Χ, υποθέτοντας ότι η συµπεριφορά των υπολοίπων καθιστά 

δυνατή την προσαρµογή και στις δύο περιπτώσεις. 

 

 

  4.6: Μοντέλα Με Μετασχηµατισµούς ∆ιαφορετικούς Από Τους 

Μετασχηµατισµούς Ακέραιων ∆υνάµεων 

 

Μοντέλα που Προκύπτουν Μετασχηµατίζοντας Μόνο τις Χj 

Ο ΑΝΤΙΣΤΡΟΦΟΣ ΜΕΤΑΣΧΗΜΑΤΙΣΜΟΣ. Αν στην εξίσωση (5.0.1) πάρουµε p=2, 

Ζ1 = 1/Χ1, Ζ2 = 1/Χ2, τότε έχουµε το µοντέλο 

0 1 2

1 2

1 1
Y

X X
β β β ε

   
= + + +   

   
        (5.2.1) 

 

Ο ΑΛΓΟΡΙΘΜΙΚΟΣ ΜΕΤΑΣΧΗΜΑΤΙΣΜΟΣ. Παίρνοντας p=2, Ζ1=ln X1, Z2=ln X2, 

η εξίσωση (5.1.0) γίνεται 

0 1 1 2 2ln lnY X Xβ β β ε= + + +         (5.2.2) 

 

Ο ΜΕΤΑΣΧΗΜΑΤΙΣΜΟΣ ΤΕΤΡΑΓΩΝΙΚΗΣ ΡΙΖΑΣ. Για παράδειγµα,  

1/2 1/2

0 1 1 2 2Y X Xβ β β ε= + + +          (5.2.3) 

Είναι φανερό ότι υπάρχουν πολλοί τέτοιοι δυνατοί µετασχηµατισµοί, και µπορούµε να 

θεωρήσουµε µοντέλα που περιλαµβάνουν λίγους ή πολλούς τέτοιους όρους. Βέβαια, 

διάφοροι και διαφορετικοί µεταξύ τους µετασχηµατισµοί µπορούν να εµφανιστούν στο ίδιο 

µοντέλο. Συχνά η επιλογή του είδους του µετασχηµατισµού, αν πρόκειται να γίνει 
οποιοσδήποτε µετασχηµατισµός, είναι δύσκολη απόφαση. Η επιλογή θα πρέπει να γίνει στη 

βάση προηγούµενης γνώσης σχετικά µε τις µεταβλητές που µελετώνται. Ο σκοπός που 
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κάνουµε τέτοιους µετασχηµατισµούς είναι για να µπορούµε να χρησιµοποιήσουµε ένα 

µοντέλο παλινδρόµησης απλής µορφής ως προς τις µετασχηµατισµένες µεταβλητές, παρά ένα 

πολυπλοκότερο µοντέλο των αρχικών µεταβλητών. 

 

Περίληψη 

Οι µετασχηµατισµοί που αναφέρθηκαν σ αυτή την ενότητα είναι µερικοί µεταξύ πολλών 

µετασχηµατισµών που χρησιµοποιήθηκαν πρόσφατα για το µετασχηµατισµό πολύπλοκων 

µοντέλων σε γραµµικά. Όταν, όπως υποθέτουµε εδώ, οι προβλέπουσες µεταβλητές δεν 

υπόκεινται σε σφάλµα, τότε δεν υπάρχουν προβλήµατα στον µετασχηµατισµό τους. Ωστόσο, 

για µετασχηµατισµούς στην εξαρτηµένη µεταβλητή, Υ, πρέπει να είµαστε ιδιαίτερα 

προσεκτικοί να ελέγξουµε ότι οι υποθέσεις των ελαχίστων τετραγώνων (ανεξάρτητα 

σφάλµατα, Ν(0,σ2
)) εξακολουθούν να ισχύουν κάνοντας το µετασχηµατισµό. Μπορούµε 

πολλές φορές να αποφύγουµε το µετασχηµατισµό της εξαρτηµένης µεταβλητής ψάχνοντας 

για κατάλληλους µετασχηµατισµούς των Χ. 

 

 

 

   4.7:   Οικογένειες Μετασχηµατισµών  

 

Μετασχηµατισµοί της Εξαρτηµένης Μεταβλητής 

Μια χρήσιµη οικογένεια µετασχηµατισµών της (απαραίτητα θετικής) εξαρτηµένης 

µεταβλητής Υ δίνεται από τους µετασχηµατισµούς δύναµης 

( )1 / , 0

ln , 0.1

Y
W

Y

λ λ λ

λ

 − ≠
= 

=
               (5.3.1) 

Η συνεχής αυτή οικογένεια µετασχηµατισµών εξαρτάται από µια απλή παράµετρο λ. Τα 

δεδοµένα µπορούν να χρησιµοποιηθούν για να εκτιµηθεί  αυτή η παράµετρος, καθώς επίσης 

και το διάνυσµα των παραµέτρων β στο µοντέλο προσαρµογής, έστω το,  

               W = Xβ + ε                          (5.3.2) 

όπου W = (W1, W2, …….. Wn)΄. Υπάρχουν δύο κύριοι τρόποι για την εκτίµηση του λ. Ο 

ένας τρόπος είναι να χρησιµοποιηθεί η µέθοδος µέγιστης πιθανοφάνειας κάτω από την 

υπόθεση ότι ε ~ Ν(0,Ισ2
) για την κατάλληλη επιλογή του λ. 

 

Η Σπουδαιότητα του Ελέγχου των Υπολοίπων 
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Οι µετασχηµατισµοί στην εξαρτηµένη µεταβλητή επηρεάζουν την κατανοµή των 

σφαλµάτων. Η υπόθεσή µας είναι ότι, µετά τον µετασχηµατισµό, τα σφάλµατα στη 

µετασχηµατισµένη µεταβλητή θα είναι Ν(0, Ισ2
). Εποµένως είναι σηµαντικό να εξετάσουµε 

τα υπόλοιπα από το µοντέλο που τελικά προσαρµόστηκε, για να δούµε αν αυτές οι υποθέσεις 

φαίνεται να µην ισχύουν. 

Γενικά, όταν κάνουµε ένα µετασχηµατισµό είναι αδύνατο να συνδέσουµε τις 

παραµέτρους του µοντέλου που χρησιµοποιείται για τα µετασχηµατισµένα δεδοµένα µε τις 

παραµέτρους στο µοντέλο που αρχικά προτάθηκε για τα µη-µετασχηµατισµένα δεδοµένα. 

Συνήθως δεν υπάρχει µαθηµατική ισοδυναµία εκτός ίσως κατά µια προσέγγιση άποψη µέσω 

µιας ανάπτυξης σε σειρά Taylor. 

 

4.8:  Η Χρήση «Εικονικών» Μεταβλητών στην Πολλαπλή 

Παλινδρόµηση 

 

Η Γενική Έννοια των ‘’Εικονικών’’ Μεταβλητών  

Οι µεταβλητές που µελετήσαµε στις εξισώσεις παλινδρόµησης συνήθως µπορούν να 

πάρουν τιµές σε κάποιο συνεχές διάστηµα. Ωστόσο, µερικές φορές πρέπει να εισάγουµε ένα 

παράγοντα που έχει ένα ή περισσότερες διακριτές στάθµες ή επίπεδα. Για παράδειγµα, µπορεί 
να έχουµε δεδοµένα από τρεις µηχανές ή από δυο εργοστάσια ή από έξι χειριστές. Σε µια 

τέτοια περίπτωση δεν µπορούµε να θεωρήσουµε µια συνεχή κλίµακα για τη µεταβλητή 

‘’µηχανή’’ ή τη µεταβλητή ‘’εργοστάσιο ή τη µεταβλητή ‘’χειριστής’’. Αυτό που πρέπει να 

κάνουµε είναι να καθορίσουµε γι αυτές τις µεταβλητές κάποιες στάθµες έτσι ώστε να 

λαµβάνεται υπόψη το γεγονός ότι οι διάφορες µηχανές ή εργοστάσια ή χειριστές µπορεί να 

έχουν ξεχωριστές ντετερµινιστικές (deterministic) επιδράσεις στην εξαρτηµένη µεταβλητή. 

Μεταβλητές αυτού του τύπου συνήθως ονοµάζονται εικονικές ή βωβές µεταβλητές (dummy 

variables). Οι µεταβλητές αυτές συνήθως (αλλά όχι πάντοτε) δε συσχετίζονται µε 

οποιεσδήποτε φυσικές στάθµες που µπορεί να υπάρχουν στους παράγοντες. 

Ένα παράδειγµα εικονικής µεταβλητής αποτελεί η µεταβλητή Χ0 (της οποίας η τιµή είναι 
πάντοτε η µονάδα) που αντιστοιχεί στον όρο β0 σε ένα µοντέλο παλινδρόµησης. Η παρουσία 

της µεταβλητής Χ0 δεν είναι αναγκαία, αλλά ωστόσο πολλές φορές διευκολύνει το 

συµβολισµό. Άλλες εικονικές µεταβλητές κάνουν κάτι περισσότερο από το να διευκολύνουν 

απλά το συµβολισµό. 

 

Χρονικές Τάσεις στα ∆εδοµένα 

Σε πολλές πρακτικές περιπτώσεις, εµφανίζονται χρονικές τάσεις στις τιµές της 

εξαρτηµένης µεταβλητής. Μερικές φορές η τάση αποτελεί και το µοναδικό παράγοντα που 

επηρεάζει την εξαρτηµένη µεταβλητή και µερικές φορές εκτός των επιδράσεων που 

προκαλούν άλλες ανεξάρτητες µεταβλητές εµφανίζεται και η επίδραση της χρονικής τάσης. 

Γενικά µιλώντας, µπορούµε να λάβουµε υπόψη µας τη χρονική τάση χρησιµοποιώντας µία ή 

περισσότερες κατάλληλα ορισµένες εικονικές µεταβλητές. Προσθέτουµε τότε κατάλληλους 

όρους αυτών των εικονικών µεταβλητών στο υπόλοιπο µοντέλο που προκύπτει από άλλες 
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ανεξάρτητες µεταβλητές και στη συνέχεια προσαρµόζεται ολόκληρο το µοντέλο µ ένα τρόπο 

όµοιο µ εκείνον που διευκρινίσαµε στο παραπάνω παράδειγµα της µπλοκ-µεταβλητής. Αν και 
η συζήτησή µας εστιάζεται κυρίως στις χρονικές τάσεις, πρέπει να θυµόµαστε ότι άλλες 

παράµετροι που είναι κατάλληλες για το πρόβληµα που µελετάµε, πρέπει να εκτιµώνται 
ταυτόχρονα. 

ΜΙΑ ΧΡΟΝΙΚΗ ΤΑΣΗ. Όταν στα δεδοµένα υπάρχει µια χρονική τάση, τότε χρειάζεται 
να λάβουµε υπόψη µια απλή εικονική µεταβλητή. 

∆ΥΟ ΧΡΟΝΙΚΕΣ ΤΑΣΕΙΣ. Όταν υπάρχουν δυο χρονικές τάσεις, θα πρέπει να 

προσδιορίσουµε µια εικονική µεταβλητή για κάθε µια τάση. Το πρόβληµα διαιρείται σε δύο 

κύρια επίπεδα πολυπλοκότητας: (1) όταν είναι γνωστό ποια δεδοµένα βρίσκονται σε κάθε 

τάση, και (2) όταν αυτό δεν είναι γνωστό. 

Στο επίπεδο (1) όταν είναι γνωστό ποια δεδοµένα βρίσκονται σε κάθε τάση. Υποθέτουµε, 

για παράδειγµα, ότι και οι δύο χρονικές τάσεις είναι και οι δυο ευθείες γραµµές. Τότε σε αυτό 

το επίπεδο µπορούµε να συζητήσουµε δυο ακόµα επίπεδα: (1α) όταν η τετµηµένη της τοµής 

των δυο γραµµών µπορεί να θεωρηθεί ότι είναι µια συγκεκριµένη τιµή στην οποία υπάρχουν 

µια ή περισσότερες παρατηρήσεις και στο (1β) όταν η τετµηµένη της τοµής των δυο γραµµών 

είναι άγνωστη. 

 

 

 

Κεφάλαιο 5:  Ε̟ιλογή της «καλύτερης» εξίσωσης 
Παλινδρόµησης 

 

5.1:     Εισαγωγή 

Στην παρούσα ενότητα θα ασχοληθούµε µόνο µε τη χρήση ειδικών στατιστικών µεθόδων 

για την επιλογή µεταβλητών στην παλινδρόµηση. Υποθέτουµε ότι θέλουµε να 

κατασκευάσουµε µια εξίσωση γραµµικής παλινδρόµησης για µια συγκεκριµένη εξαρτηµένη 

µεταβλητή Υ σε σχέση µε τις βασικές «ανεξάρτητες» ή προβλέπουσες µεταβλητές Χ1, Χ2, 

…….Χκ. Υποθέτουµε επιπλέον ότι οι Ζ1, Ζ2,……Ζr, είναι συναρτήσεις µίας ή περισσότερων 

µεταβλητών Χ, που αντιπροσωπεύουν το πλήρες σύνολο των µεταβλητών από τις οποίες 

πρόκειται να επιλεγεί η εξίσωση και ότι αυτό το σύνολο περιλαµβάνει οποιεσδήποτε 

συναρτήσεις, όπως τετράγωνα, σταυρωτά γινόµενα, λογάριθµους, αντίστροφες και δυνάµεις 

που πιστεύεται ότι είναι επιθυµητές και αναγκαίες. Στη διαδικασία επιλογής µιας εξίσωσης 

συνήθως εµπλέκονται δυο αντίθετα κριτήρια: 

1. Για την κατασκευή µιας εξίσωσης χρήσιµης για σκοπούς πρόβλεψης θα πρέπει το 

µοντέλο µας να περιλαµβάνει όσο το δυνατό περισσότερες µεταβλητές Ζ έτσι ώστε οι 
προσαρµοσµένες τιµές (εκτιµήσεις) να είναι αξιόπιστες. 
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2. Επειδή η συγκέντρωση πληροφοριών για ένα µεγάλο αριθµό Ζ και η επακόλουθη 

επεξεργασία τους κοστίζουν, θα θέλαµε η εξίσωση να περιλαµβάνει όσο το δυνατό 

λιγότερες Ζ. 

Ο συµβιβασµός µεταξύ των δυο αυτών ακραίων περιπτώσεων είναι αυτό που συνήθως 

ονοµάζεται επιλογή της καλύτερης εξίσωσης παλινδρόµησης. Για να πετύχουµε την καλύτερη 

εξίσωση δεν υπάρχει µια και µοναδική στατιστική διαδικασία. Αν γνωρίζαµε το µέγεθος του 

σ2
 (την πραγµατική τυχαία διασπορά των παρατηρήσεων) για οποιοδήποτε καλά ορισµένο 

πρόβληµα, η επιλογή καλύτερης εξίσωσης παλινδρόµησης θα ήταν ευκολότερη διαδικασία. 

Κάθε εξίσωση παλινδρόµησης αξιολογείται σύµφωνα µε κάποιο κριτήριο, τα τρία κριτήρια 

που θα είναι: 

1. Η τιµή του R
2
 που επιτυγχάνεται από την προσαρµογή ελαχίστων τετραγώνων. 

2. Η τιµή της s
2
, το µέσο τετράγωνο των υπολοίπων 

3. Η στατιστική Cp. 

 

Η Χρήση του Μέσου Τετραγώνου Υπολοίπων s
2
 

Αν σ’ ένα µεγάλο πρόβληµα γίνουν όλες οι παλινδροµήσεις, η αξιολόγηση του µέσου 

µεγέθους του µέσου τετραγώνου των υπολοίπων καθώς αυξάνεται ο αριθµός των µεταβλητών 

στην παλινδρόµηση, υποδεικνύει το βέλτιστο σηµείο αποκοπής για τον αριθµό των 

µεταβλητών, στην παλινδρόµηση. 

Η προσαρµογή εξισώσεων παλινδρόµησης που περιλαµβάνουν περισσότερες 

προβλέπουσες µεταβλητές από όσες χρειάζονται για να πάρουµε µια ικανοποιητική 

προσαρµογή στα δεδοµένα ονοµάζεται υπερπροσαρµογή (overfitting). Προσθέτοντας όλο 

και περισσότερες προβλέπουσες µεταβλητές σε ένα ήδη υπερπροσαρµοσµένο µοντέλο, το 

µέσο τετράγωνο υπολοίπων θα τείνει να σταθεροποιηθεί και να προσεγγίζει την πραγµατική 

τιµή της σ2
 καθώς ο αριθµός των µεταβλητών αυξάνεται, υπό την προϋπόθεση ότι όλες οι 

σηµαντικές µεταβλητές έχουν περιληφθεί στο µοντέλο και ο αριθµός των παρατηρήσεων 

υπερβαίνει κατά πολύ τον αριθµό των µεταβλητών στην προσαρµοσµένη εξίσωση. 

 

Η Χρήση της Στατιστικής Cp του Mallows 

Μια εναλλακτική στατιστική η οποία έγινε αρκετά δηµοφιλής τα τελευταία χρόνια είναι 
η στατιστική Cp, η οποία αρχικά προστέθηκε από τον C. L. Mallows. Η στατιστική αυτή έχει 
τη µορφή  

                                        Cp = RSSp/s
2
 – (n – 2p)                             (6.1.1) 

όπου RSSp είναι το άθροισµα τετραγώνων των υπολοίπων από ένα µοντέλο που 

περιλαµβάνει p παραµέτρους, p είναι ο αριθµός των παραµέτρων στο µοντέλο 

συµπεριλαµβανοµένου του β0 και s2
 είναι το µέσο τετράγωνο υπολοίπων από την µεγαλύτερη 

προτεινόµενη εξίσωση που περιλαµβάνει όλες τις Ζ και θεωρείται να είναι µια αξιόπιστη 

αµερόληπτη εκτίµηση της διασποράς σφάλµατος σ2
. Όπως έδειξε ο R. W. Kennard, η Cp 

συνδέεται στενά µε το προσαρµοσµένο R
2
, που συµβολίζεται µε R

2
a, και επίσης συνδέεται µε 

τη στατιστική R
2
. Επειδή επίσης υποθέτουµε ότι     Ε(s

2
) = σ2

, κατά προσέγγιση ισχύει, ότι ο 



ΤΕΧΝΟΛΟΓΙΚΟ ΕΚΠΑΙ∆ΕΥΤΙΚΟ Ι∆ΡΥΜΑ ∆ΥΤΙΚΗΣ ΕΛΛΑ∆ΟΣ, ΣΧΟΛΗ ∆ΙΟΙΚΗΣΗΣ & 

ΟΙΚΟΝΟΜΙΑΣ, ΤΜΗΜΑ ΛΟΓΙΣΤΙΚΗΣ & ΧΡΗΜΑΤΟΟΙΚΟΝΟΜΙΚΗΣ 

 

ΠΤΥΧΙΑΚΗ ΕΡΓΑΣΙΑ- Κοντουδάκης Ζώης., Μαρτζακλής Κωνσταντίνος., Χορτάτος Κωνσταντίνος. 

ΘΕΜΑ: Πολλαπλή Παλινδρόµηση µε έµφαση στην Ετεροσκεδαστικότητα 

Επιβλέπων Καθηγητής: Μεγαρίτης Αθανάσιος  Σελίδα 41 

 

λόγος RSSp/s
2
 έχει αναµενόµενη τιµή        (n-p)σ2

/σ2
=n-p, οπότε κατά προσέγγιση επίσης 

ισχύει Ε(Cp) = p                                 για ένα επαρκές µοντέλο. Έπειτα ότι ένα διάγραµµα της 

Cp ως προς p θα αναδείξει τα «επαρκή» µοντέλα ως σηµεία που βρίσκονται τελείως κοντά 

στη διαγώνιο γραµµή Cp = p. Εξισώσεις µε αξιόλογη έλλειψη προσαρµογής, δηλαδή, 

µεροληπτικές εξισώσεις , θα δίνουν σηµεία πάνω (συχνά πολύ πάνω) από τη γραµµή Cp = p. 

Λόγω της τυχαίας µεταβλητότητας, σηµεία που αντιπροσωπεύουν εξισώσεις καλής 

προσαρµογής µπορεί επίσης να βρίσκονται κάτω από τη γραµµή Cp = p. Το πραγµατικό ύψος 

Cp κάθε σηµείου του διαγράµµατος είναι επίσης σηµαντικό επειδή (αυτό µπορεί να δειχτεί) 
είναι µια εκτίµηση του ολικού αθροίσµατος τετραγώνων των αποκλίσεων (διασπορά συν 

σφάλµα µεροληψίας) του προσαρµοσµένου µοντέλου από το πραγµατικό αλλά άγνωστο 

µοντέλο. Καθώς προστίθενται όροι στο µοντέλο για να ελαττωθεί το RSSp, η Cp συνήθως 

αυξάνεται. Το «βέλτιστο» µοντέλο επιλέγεται αφού εξετάσουµε το διάγραµµα της Cp. 

Μπορούµε να ψάξουµε για µια παλινδρόµηση µε µικρή τιµή της Cp περίπου ίση µε p. Όταν η 

επιλογή δεν είναι ξεκάθαρη, τότε είναι θέµα προσωπικής κρίσης αν κάποιος προτιµήσει: 

1. Μια µεροληπτική εξίσωση που δεν αντιπροσωπεύει τα πραγµατικά δεδοµένα τόσο 

καλά, επειδή έχει µεγαλύτερο RSSp (έτσι ώστε Cp > p) αλλά έχει µια µικρότερη 

εκτίµηση Cp της συνολικής µεταβλητότητας (διασπορά σφάλµατος συν σφάλµα 

µεροληψίας) από το πραγµατικό αλλά άγνωστο µοντέλο, ή 

2. Μια εξίσωση µε περισσότερες παραµέτρους που προσαρµόζει καλύτερα τα 

πραγµατικά δεδοµένα (δηλαδή είναι Cp = p) αλλά έχει µια µεγαλύτερη συνολική 

µεταβλητότητα (διασπορά σφάλµατος συν σφάλµα µεροληψίας) από το αληθινό 

αλλά άγνωστο µοντέλο. 

Μ’ άλλα λόγια, το µικρότερο µοντέλο έχει τη µικρότερη Cp τιµή, αλλά η τιµή Cp του 

µεγαλύτερου µοντέλου (το οποίο έχει µεγαλύτερη p τιµή) είναι πλησιέστερα στην τιµή του p. 

Κατά συνέπεια, ένα µεγάλο πρόβληµα στην παλινδρόµηση είναι, το να αποφασίσουµε, 

ποιες από τις µεταβλητές Χ1, Χ2, …….Χκ για τις οποίες υπάρχει υπόνοια ότι επηρεάζουν την 

µεταβολή της Υ, πρέπει να µπουν στο µοντέλο. Πως δηλαδή θα βρούµε το καλύτερο µοντέλο 

που προσαρµόζεται στα δεδοµένα µας. Απ’ όσα αναφέρθηκαν στα προηγούµενα προκύπτει 
ότι ένα µοντέλο είναι περισσότερο αξιόπιστο όσο περισσότερες µεταβλητές Χi χρησιµοποιεί 
για πρόβλεψη, αφού ο συντελεστής προσδιορισµού αυξάνει µε το k ή ισοδύναµα η διασπορά 

των σφαλµάτων ελαττώνεται. Από την άλλη µεριά όµως µε την αύξηση του k αυξάνεται η 

διασπορά των συντελεστών παλινδρόµησης  αφού αυξάνει η πολυγγραµµικότητα ή 

ελαττώνεται η ανοχή και επίσης αυξάνει το κόστος της συλλογής των δεδοµένων. 

 ∆υστυχώς δεν υπάρχει διαδικασία που να οδηγεί σε ένα µοναδικά ορισµένο καλύτερο 

µοντέλο. Έτσι η τελική επιλογή του µοντέλου γίνεται µε την ευθύνη του ερευνητή, ο οποίος 

εκτός από στατιστική πρέπει να γνωρίζει καλά και το συγκεκριµένο πρόβληµα. 

Ένας από τους τρόπους για την επιλογή του καλύτερου µοντέλου είναι να θεωρήσουµε 

όλα τα δυνατά µοντέλα και να τα συγκρίνουµε µεταξύ τους. Ως κριτήρια επιλογής µπορούν 

να χρησιµοποιηθούν τα γνωστά στατιστικά R
2
 ή s

2
, είτε άλλα στατιστικά όπως το Cp του 

Mallows. Αναφερθήκαµε προηγουµένως σε ένα κριτήριο το οποίο τελευταία εφαρµόζεται 
πολύ συχνά. Το κριτήριο αυτό βοηθά στον καθορισµό ενός ‘‘optimal’’ υποσυνόλου 

ανεξάρτητων µεταβλητών και ονοµάζεται κριτήριο Cp και έχει προταθεί από τον Mallows 

(1973). Το κριτήριο αυτό έχει ως στόχο να ισορροπήσει το πλήθος του αριθµού των 

µεταβλητών που περιλαµβάνονται στο µοντέλο σε σχέση µε το αποτέλεσµα που έχει να 
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παραλειφθεί κάποια σηµαντική µεταβλητή και συνδέεται άµεσα µε τον συντελεστή 

προσδιορισµού. 

Σε κάθε περίπτωση τα στατιστικά αυτά πρέπει να υπολογιστούν για όλα τα δυνατά 

µοντέλα. Εποµένως ένα πρώτο πρόβληµα είναι το πώς να διατάξουµε τα µοντέλα ώστε ο 

υπολογισµός αυτών των στατιστικών να γίνει ευκολότερος και ακριβέστερος. Είναι φανερό 

ότι, αν δύο από µοντέλα διαφέρουν µεταξύ τους ως προς µια µόνο µεταβλητή, τα αντίστοιχα 

στατιστικά θα σχετίζονται µε ευκολότερες σχέσεις απ’ ότι αν τα µοντέλα διέφεραν σε 

περισσότερες µεταβλητές. Ο Garside το 1965 πρότεινε για κάθε k µια διάταξη των µοντέλων, 

που να ικανοποιεί την προηγούµενη απαίτηση. Αν k=3 µπορούµε να διατάξουµε τα 8 δυνατά 

µοντέλα µε τον παρακάτω τρόπο 

( )-(1)-(12)-(2)-(23)-(123)-(13)-(3) 

όπου (κλ…..) παριστάνει το µοντέλο 0 1 2 ...
k

EY X Xλβ β β= + + +  και ( ) το µοντέλο 

ΕΥ = β0. Όµοια αν k=4 τα 16 µοντέλα διατάσσονται: 

( )-(1)-(12)-(2)-(23)-(123)-(13)-(3)-(34)-(134)-(1234)-(234)-(24)-(124)-(14)-(4). 

Ο Furnival όµως το 1971 έδωσε µια µέθοδο υπολογισµού των στατιστικών ενός 

µοντέλου από τα προηγούµενα, όταν αυτά είναι διαταγµένα µε δυαδικό τρόπο, π.χ. για k=3, 

( )-(1)-(2)-(12)-(3)-(13)-(23)-(123) 

Αφού µε κάποιο τρόπο βρεθούν τα στατιστικά για όλα τα δυνατά µοντέλα, η επιλογή του 

καλύτερου θα γίνει µε κάποιο από τα κριτήρια. 

 

5.2: Επιλογή Μοντέλου µε τη µέθοδο του Αποκλεισµού Μεταβλητών 

(Backward Elimination Procedure) 

Στην στατιστική βιβλιογραφία υπάρχουν πολλές µέθοδοι για τον καθορισµό του 

καλύτερου υποσυνόλου από ένα σύνολο µεταβλητών που είναι υποψήφιες νε περιληφθούν σε 

ένα µοντέλο πολλαπλής παλινδρόµησης. Μια από τις µεθόδους αυτές που θα εξηγήσουµε  

αργότερα ξεκινά µε µοντέλο που δεν έχει καµία µεταβλητή και στη συνέχεια προσθέτει κάθε 

φορά από µια µεταβλητή που έχει σηµαντική συνεισφορά στο µοντέλο. Η µέθοδος αυτή 

ονοµάζεται συνήθως µέθοδος προοδευτικής προσθήκης µεταβλητών (forward procedure). 

Η µέθοδος που θα συζητήσουµε εδώ χρησιµοποιεί την ακριβώς αντίθετη λογική: ξεκινά 

περιλαµβάνοντας όλες τις µεταβλητές στο µοντέλο και σε κάθε βήµα αποκλείει µια 

µεταβλητή που δεν έχει σηµαντική συνεισφορά σε αυτό. Η µέθοδος αυτή ονοµάζεται 
µέθοδος αποκλεισµού µεταβλητών (backward elimination procedure). Η µέθοδος 

αποκλεισµού µεταβλητών αποκλείει σε κάθε βήµα την µεταβλητή εκείνη που έχει το 

µεγαλύτερο παρατηρούµενο επίπεδο σηµαντικότητας (P-VALUE) µε την προϋπόθεση ότι το 

παρατηρούµενο αυτό επίπεδο σηµαντικότητας υπερβαίνει το επίπεδο σηµαντικότητας α που 

έχουµε προκαθορίσει. 

Θα πρέπει να επισηµάνουµε εδώ ότι ενδεχοµένως µια διαφορετική µέθοδος επιλογής 

µεταβλητών για την πολλαπλή παλινδρόµηση θα καταλήξει σε διαφορετικό σύνολο 

µεταβλητών που θα πρέπει να περιληφθούν στο µοντέλο. Εν γένει όµως υπάρχει όµως 
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υπάρχει αρκετή συµφωνία µεταξύ των µεταβλητών του τελικού µοντέλου και αυτών που 

εµφανίζονται ως υποψήφιες για αποκλεισµό στο πρώτο στάδιο της µεθόδου αποκλεισµού 

µεταβλητών που περιγράψαµε. Αυτό συµβαίνει γιατί ο αποκλεισµός µιας µεταβλητής 

µεταβάλλει τα παρατηρούµενα επίπεδα σηµαντικότητας που αντιστοιχούν στις υπόλοιπες 

µεταβλητές. Εξάλλου από τη στιγµή που ο ερευνητής έχει πρόσβαση σε υπολογιστή είναι 
λογικό και φρόνιµο να αποκλείει µα µεταβλητή σε κάθε βήµα. 

 

5.3: Η Πιθανότητα λάθους πρώτου είδους  

(Probality of a type 1 error)  

Σε κάθε βήµα στην µέθοδο αποκλεισµού µεταβλητών (backward elimination 

procedure) γίνεται ένας έλεγχος υποθέσεως σε κάποιο συγκεκριµένο και προκαθορισµένο 

επίπεδο σηµαντικότητας α. Η τιµή του α υποτίθεται ότι εκπροσωπεί την πιθανότητα να 

κάνουµε λάθος πρώτου είδους (να απορρίψουµε δηλαδή την µηδενική υπόθεση ενώ η 

υπόθεση αυτή είναι σωστή). Παρ’ όλα αυτά η τιµή του α είναι πράγµατι η πιθανότητα να 

κάνουµε λάθος πρώτου είδους µόνο στο πρώτο βήµα και µόνον αν οι υποθέσεις για την 

κατανοµή των εi ισχύουν. 

 

 

5.4: ∆ιάστηµα εµπιστοσύνης για τον µέσο µY/X 

Όπως και στην απλή γραµµική παλινδρόµηση το 100(1-α)% διάστηµα εµπιστοσύνης του 

µέσου µΥ│Χ δίνεται από τον τύπο 1,1 /2 Y xn k aY x
t Sµµ − − −± )

)
 

όπου 
Y x

µ)  είναι µια σηµειακή εκτίµηση του µΥ│Χ  και υπολογίζεται µε αντικατάσταση των 

γνωστών τιµών των µεταβλητών των Χ1,…, Χκ στην εκτιµήτρια ελάχιστων τετραγώνων της 

εξίσωσης παλινδρόµησης. Το τυπικό λάθος του µΥ│Χ  είναι δύσκολο να υπολογισθεί στην 

πολλαπλή παλινδρόµηση και για το λόγο αυτό συνήθως χρησιµοποιούνται οι τιµές που δίνει 
ο υπολογιστής. 

 

5.5:  ∆ιάστηµα πρόβλεψης για το Υ 

Όπως έχουµε δει µια σηµαντική χρησιµότητα της θεωρίας παλινδρόµησης είναι η 

πρόβλεψη αγνώστων τιµών της εξαρτηµένης µεταβλητής Υ για δοθείσες τιµές των 

ανεξάρτητων µεταβλητών.    

Το 100(1-α)% διάστηµα πρόβλεψης για την τιµή Υ µε την χρησιµοποίηση της πολλαπλής 

παλινδρόµησης για συγκεκριµένες τιµές ανεξάρτητων µεταβλητών Χ1, Χ2,…Χk δίνεται από τον 

τύπο 

1,1 /2n k a Y
Y t S− − −± )

)
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Επειδή και στην περίπτωση αυτή ο υπολογισµός του τυπικού λάθους 
Y

S )  είναι δύσκολος 

χρησιµοποιούνται στατιστικά πακέτα για τον προσδιορισµό του διαστήµατος πρόβλεψης. Το 

στοιχείο που χρειάζεται για τον καθορισµό του είναι το µοντέλο που θα χρησιµοποιηθεί για 

να δώσει την συγκεκριµένη πρόβλεψη. Το µοντέλο αυτό δεν είναι βέβαια υποχρεωτικά αυτό 

το οποίο προκύπτει ως τελευταίο βήµα στη µέθοδο αποκλεισµού µεταβλητών.  

 

5.6:  Επιλογή Μοντέλου µε τη µέθοδο της προοδευτικής προσθήκης 

Μεταβλητών (Forward Procedure) 

H µέθοδος της προοδευτικής προσθήκης µεταβλητών χρησιµοποιεί την ακριβώς 

αντίθετη λογική από αυτήν που αναπτύξαµε στην προηγούµενη ενότητα. Εδώ το µοντέλο 

αναπτύσσεται µε την προσθήκη κάθε φορά µιας ανεξάρτητης µεταβλητής. Το πλεονέκτηµα 

στη µέθοδο αυτή είναι ότι οι πίνακες που πρέπει να αντιστραφούν θα είναι εν γένει, 
µικρότεροι από αυτούς που χρησιµοποιούµε στην µέθοδο αποκλεισµού µεταβλητών. Η 

µέθοδος όµως αυτή παρουσιάζει µειονεκτήµατα σε σχέση µε την προηγούµενη από την 

ιδιαιτερότητα που παρατηρείται λόγω των µεγαλύτερων τιµών των συντελεστών συσχέτισης 

των εξαρτηµένων µεταβλητών µε τις ανεξάρτητες. Ένα άλλο µειονέκτηµα είναι ότι υπάρχει η 

δυνατότητα µόνο προσθήκης ανεξάρτητων µεταβλητών οι οποίες από τη στιγµή που θα 

ενσωµατωθούν στη διαδικασία, διατηρούνται έστω και αν η τιµή της στατιστικής 

συνάρτησης Τ του συντελεστή τους παλινδρόµησης σε κάποιο βήµα δεν υπερβαίνει το 

κρίσιµο επίπεδο.  

Η µέθοδος επιλογής µοντέλου µε την προσθήκη µεταβλητών ακολουθεί τα εξής βήµατα: 

1
ο
: Από ένα σύνολο ανεξάρτητων µεταβλητών Χ1, Χ2,… που είναι υποψήφιες να 

περιληφθούν στο µοντέλο διαλέγουµε την µεταβλητή Χ1 που έχει τον µεγαλύτερο 

συντελεστή συσχέτισης µε την εξαρτηµένη µεταβλητή Υ. 

2
ο
: Υπολογίζουµε την τιµή της στατιστικής συνάρτησης Τ για τον έλεγχο της υπόθεσης Η0 : 

β1 = 0 ότι δηλαδή το Υ δεν σχετίζεται µε το Χ1 στο απλό γραµµικό µοντέλο. Εάν µε βάση τα 

στοιχεία του δείγµατος, η Η0 δεν απορριφθεί σε κάποιο συγκεκριµένο επίπεδο 

σηµαντικότητας θα πρέπει να οδηγηθούµε στο συµπέρασµα ότι καµιά από τις ανεξάρτητες 

µεταβλητές δεν πρέπει να συµπεριληφθεί στο µοντέλο και εποµένως σταµατάµε την 

διαδικασία στο σηµείο αυτό. Αν │Τ│ υπερβαίνει κάποια κρίσιµη τιµή 2,1 /2n a
t − −  προχωρούµε 

σε επιλογή µιας δεύτερης µεταβλητής. 

3
ο
: Για να επιλέξουµε τη δεύτερη µεταβλητή Χ2   υπολογίζουµε τους συντελεστές µερικής 

συσχέτισης (partial correlations) του Υ µε κάθε µια από τις υπόλοιπες υποψήφιες 

ανεξάρτητες µεταβλητές διατηρώντας ταυτόχρονα την µεταβλητή Χ1 σταθερά. Η Χ2 θα 

είναι η µεταβλητή µε τον µεγαλύτερο απόλυτο συντελεστή µερικής συσχέτισης . Στη 

συνέχεια, για να ελέγξουµε την υπόθεση:  

Η0 : β2 = 0 

Στο µοντέλο γραµµικής παλινδρόµησης µε δύο ανεξάρτητες µεταβλητές Χ1  και Χ2  

υπολογίζουµε την τιµή της αντίστοιχης στατιστικής συνάρτησης Τ.  

Αν   │Τ│ ≥ tn-3,1-a/2   για κάποιο επίπεδο σηµαντικότητας α θα πρέπει να σταµατήσουµε τη 
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διαδικασία επιλογής και να θεωρήσουµε ότι το µοντέλο θα πρέπει να περιέχει µόνο την 

ανεξάρτητη µεταβλητή Χ1. Αν η απόλυτη τιµή του Τ υπερβαίνει την κρίσιµη τιµή 

προχωρούµε στην επιλογή της τρίτης µεταβλητής. 

4
ο
: Προχωρούµε µε τον ίδιο τρόπο υπολογίζοντας και πάλι διαδοχικά συντελεστές µερικής 

συσχέτισης µεγαλύτερης τάξης σε κάθε βήµα προσθέτοντας στο µοντέλο τη µεταβλητή µε 

την µεγαλύτερη απόλυτη τιµή συντελεστή µερικής συσχέτισης µε το Υ διατηρώντας όλες τις 

µεταβλητές που έχουν προστεθεί µέχρι εκείνη τη στιγµή στο µοντέλο σταθερές. Σε κάθε 

βήµα υπολογίζεται ο συντελεστής συσχέτισης του Υ µε τις επιλεγείσες µεταβλητές όπως 

επίσης και η τιµή της στατιστικής συνάρτησης F για τον έλεγχο της συνολικής υπόθεσης ότι 
όλοι οι συντελεστές παλινδρόµησης είναι µηδέν. Με τον τρόπο αυτό είναι δυνατόν να 

παρακολουθούµε τη βελτίωση που παρατηρείται µε τη χρησιµοποίηση των διαφορετικών 

υποσυνόλων ανεξάρτητων µεταβλητών στην εξήγηση της συνολικής διασποράς. Η 

διαδικασία θα πρέπει να σταµατάει όταν η τιµή της στατιστικής συνάρτησης  │Τ│ για την 

ανεξάρτητη µεταβλητή που επελέγη τελευταία δεν υπερβαίνει κάποιο προκαθορισµένο 

κρίσιµο επίπεδο. Το τελικό σύνολο ανεξάρτητων µεταβλητών που επιλέγεται για να 

χρησιµοποιηθεί στο µοντέλο είναι αυτό που αποτελείται από όλες τις µεταβλητές εκτός της 

τελευταίας που έχει τιµή της στατιστικής συνάρτησης │Τ│ µη στατιστικά σηµαντική. 

Φυσικά αναµένεται ότι η τιµή της στατιστικής συνάρτησης F για τον έλεγχο της συνολικής 

υπόθεσης για µηδενικούς συντελεστές παλινδρόµησης για τις µεταβλητές που έχουν επιλεγεί 
δεν θα ξεπερνά το συγκεκριµένο κρίσιµο επίπεδο που έχει επιλεγεί.    
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5.7:Μέθοδος της Βηµατικής Παλινδρόµησης (Stepwise Regression) 

Η µέθοδος της βηµατικής παλινδρόµησης (stepwise regression) είναι µια άλλη µέθοδος 

επιλογής ενός ‘’καλού’’ υποσυνόλου ανεξάρτητων µεταβλητών. Η µέθοδος αυτή είναι 
παρόµοια µε την µέθοδο της προοδευτικής προσθήκης µεταβλητών. Η διαφορά των δύο 

µεθόδων έγκειται στο γεγονός ότι για κάθε διαδοχικό βήµα η υπόθεση  

   H0 : βj = 0 

ελέγχεται για όλες τις δυνατές ανεξάρτητες µεταβλητές ώστε να αποκλείονται εκείνες για τις 

οποίες οι τιµές της στατιστικής │Tj│ είναι µικρότερες από ένα προκαθορισµένο κρίσιµο 

επίπεδο. Η επόµενη µεταβλητή προστίθεται στο υποσύνολο µε την ίδια διαδικασία 

χρησιµοποίησης του κριτηρίου του µεγίστου συντελεστή συσχέτισης όπως στη µέθοδο της 

προοδευτικής προσθήκης µεταβλητών. Αυτή η βηµατική επιλογή συνεχίζεται µέχρις ότου 

φθάσουµε σε ένα υποσύνολο για το οποίο καµιά από τις µεταβλητές που περιέχει το 

υποσύνολο αυτό δεν έχουν τιµή για τη στατιστική συνάρτηση  │Τj│ µικρότερη από κάποια 

συγκεκριµένη κρίσιµη τιµή γης µεταβλητής t και δεν υπάρχουν άλλες µεταβλητές που θα 

πρέπει να αξιολογηθούν για να περιληφθούν στο µοντέλο. Όπως είναι φανερό η διαδικασία 

αυτή είναι πολύπλοκη, χρειάζεται πολλούς υπολογισµούς και για το λόγο αυτό γίνεται µόνο 

µε στατιστικά πακέτα. Όλα σχεδόν τα στατιστικά πακέτα που κυκλοφορούν προβλέπουν τη 

δυνατότητα εφαρµογής της µεθόδου βηµατικής παλινδρόµησης. 

 

5.8:   Σύγκριση της µεθόδου της βηµατικής παλινδρόµησης µε την 

µέθοδο αποκλεισµού µεταβλητών. 

Τόσο η µέθοδος αποκλεισµού µεταβλητών όσο και η µέθοδος της βηµατικής 
παλινδρόµησης είναι διαδικασίες που χρησιµοποιούνται στη Στατιστική ώστε να καθορισθεί 
ένα υποσύνολο ανεξάρτητων µεταβλητών που είναι χρήσιµο στην πρόβλεψη της εξαρτηµένης 

µεταβλητής. Με δεδοµένο ότι οι δύο αυτές µέθοδοι είναι διαφορετικές (όπως επίσης είναι 
διαφορετικές από την µέθοδο της προοδευτικής προσθήκης µεταβλητών που επίσης 

εξετάσαµε) είναι φυσικό ότι δεν µπορεί να περιµένει κανείς να δώσουν τα ίδια ακριβώς 

υποσύνολα µεταβλητών. Παρ’ όλα αυτά όµως , εν γένει τα δύο αυτά υποσύνολα δεν 

διαφέρουν σηµαντικά. 

 

� 5.9: Σταδιακή επιλογή µεταβλητών 

Με τις σηµερινές δυνατότητες των υπολογιστών, η µέθοδος της επιλογής του 

<<καλύτερου µοντέλου>> µεταξύ όλων των 2k δυνατών µοντέλων µπορεί να εφαρµοστεί 
µέχρι και για k ≤ 12. Μάλιστα µε κατάλληλο προγραµµατισµό ο χρόνος µπορεί να µειωθεί 
σηµαντικά, όχι όµως και ο χώρος. Έτσι για µεγάλες τιµές του k είναι απαραίτητο αλλά και 
για τις µικρότερες βολικότερο, να περιοριστεί ο όγκος των υπολογισµών. ∆ιάφορες µέθοδοι 
έχουν προταθεί, εµείς όµως θα αναπτύξουµε στα παρακάτω τρείς από αυτές, την «προς τα 

εµπρός επιλογή» (FORWARD SELECTION), την «προς τα πίσω απαλειφή» 

(BACKWARD ELIMINATION), και την «βήµα-προς βήµα παλινδρόµηση» (STERWISE 

REGRESSION). 
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Στην προς τα εµπρός επιλογή ξεκινάµε τη διαδικασία εύρεσης του καλύτερου µοντέλου 

από το µοντέλο θέσης Υ = β0 + ε. Προχωράµε, προσθέτοντας στη συνέχεια µια µεταβλητή, 

κάθε φορά εκείνη, που εξηγεί το µεγαλύτερο ποσοστό της ανεξήγητης διασποράς. 

Προσθέτουµε εποµένως σε κάθε βήµα εκείνη τη µεταβλητή που η συµµετοχή της δίνει στο 

µοντέλο τον απόλυτα µεγαλύτερο µερικό συντελεστή συσχέτισης. Επειδή, όµως η προσθήκη 

της νέας µεταβλητής στο µοντέλο έχει νόηµα µόνο εφόσον ο συντελεστής παλινδρόµησής της 

είναι σηµαντικά διαφορετικός του µηδέν, γι’ αυτό συγκρίνουµε σε κάθε βήµα το λόγο F της 

µεταβλητής που πρόκειται να µπει στο µοντέλο µε κάποια κρίσιµη τιµή FIN. Αν ισχύει  

F >FIN                   

η µεταβλητή προστίθενται στο µοντέλο. Η κρίσιµη αυτή τιµή µπορεί να είναι η F1,n-1,a όπου α 

το επίπεδο σηµαντικότητας που µας ενδιαφέρει.  

Το SPSS ως FIN παίρνει την τιµή 3.84 (δηλαδή το F1,N,0.05  για Ν > 1000), υπάρχει όµως 

δυνατότητα να ορίσουµε οποιαδήποτε άλλη τιµή ως FIN. Ακόµη επειδή προκύπτει ότι αύξηση 

του τετραγώνου του µερικού συντελεστή συσχέτισης συνεπάγεται αύξηση του F, µπορούµε 

να συνοψίσουµε ως εξής: σε κάθε βήµα της «προς τα εµπρός επιλογής», υπολογίζονται οι 
λόγοι F για όλες τις µεταβλητές που δεν έχουν µπει ακόµα στο µοντέλο. Αν ο µεγαλύτερος 

από τους λόγους αυτούς είναι µεγαλύτερος και του FIN, η αντίστοιχη µεταβλητή προστίθενται 
στο µοντέλο και συνεχίζουµε στο επόµενο βήµα. Αν όλοι οι λόγοι είναι µικρότεροι του FIN, η 

διαδικασία σταµατά και το τελευταίο µοντέλο θεωρείται ως το «καλύτερο». 

Στην «προς τα πίσω απαλοιφή» ακολουθούµε την ακριβώς αντίστροφη πορεία. 

Ξεκινάµε από το πλήρες µοντέλο, απαλείφοντας σε κάθε βήµα µια µεταβλητή. Η µεταβλητή 

αυτή πρέπει να έχει το µικρότερο λόγο F (άρα και τον απόλυτα µικρότερο συντελεστή 

µερικής συσχέτισης) και να ικανοποιεί τη σχέση 

                                           F < FOUT                                        

Η κρίσιµη τιµή Fout όπως και η FIN να είναι  F1,n-1,a το SPSS ως Fout παίρνει την τιµή 

2.71, που είναι η τιµή  για F1,N,0.10 , Ν > 1000. Η διαδικασία σταµατά όταν έχουν απαλειφθεί 
όλες οι µεταβλητές ή όταν όλες όσες έχουν µείνει στο µοντέλο έχουν λόγο F ≥ Fout. 

Αξίζει να σηµειωθεί ότι ακόµη κι αν θεωρήσουµε FIN = Fout οι δυο µέθοδοι που 

αναφέρθηκαν δεν καταλήγουν πάντα στο ίδιο µοντέλο. 

Η τρίτη µέθοδος «βήµα προς βήµα» ή «βηµατική» παλινδρόµηση είναι µια βελτιωµένη 

παραλλαγή της «προς τα εµπρός επιλογής». Ξεκινάµε και εδώ από το απλό µοντέλο θέσης 

και σε κάθε βήµα προσθέτουµε µια µεταβλητή στο µοντέλο. Πριν όµως προχωρήσουµε στο 

επόµενο βήµα ελέγχουµε τις µεταβλητές που ήδη είναι στο µοντέλο µε µέθοδο ανάλογη της 

«προς τα πίσω απαλοιφής». Συγκεκριµένα, σε κάθε βήµα, υπολογίζονται όλοι οι λόγοι F, 

που αντιστοιχούν στις µεταβλητές που δεν συµµετέχουν στο µοντέλο, και που θα προέκυπταν 

αν µια κάθε φορά απ’ αυτές συµµετείχε επί πλέον στο µοντέλο. 

Αν όλοι οι λόγοι είναι µικρότεροι µιας τιµής FIN η διαδικασία σταµατά, αλλιώς 

προσθέτουµε εκείνη τη µεταβλητή που έχει µεγαλύτερο F και ικανοποιεί την F > FIN. Στη 

συνέχεια υπολογίζουµε τους λόγους F των υπολοίπων µεταβλητών που ήταν ήδη µέσα στο 

µοντέλο, όπως αυτοί διαµορφώνονται µετά την προσθήκη της νέας µεταβλητής. Αν για 

κάποιες απ’ αυτές συµβεί ο λόγος F να ικανοποιεί τη σχέση        F < Fout, τότε οι µεταβλητές 

αυτές απαλείφονται από το µοντέλο και προχωράµε στο επόµενο βήµα. Είναι φανερό ότι για 
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να µην είναι ατέρµονη η διαδικασία θα πρέπει Fout < FIN. Πάντως, ανάλογα µε τον 

καθορισµό των τιµών FIN, Fout η µέθοδος µπορεί να καταλήγει σε διαφορετικά µοντέλα. 

Το µειονέκτηµα των µεθόδων σταδιακής επιλογής είναι ότι δεν µπορούν να εκτιµήσουν 

το «αµέσως καλύτερο» µοντέλο, παρά µόνο το «καλύτερο». Έτσι δεν έχει ο ερευνητής τη 

δυνατότητα, αξιοποιώντας τις γνώσεις του ως προς τη φυσική σηµασία των µεταβλητών, να 

επιλέξει µεταξύ «κοντινών» µοντέλων. 

Όσον αφορά τις µεθόδους σταδιακής επιλογής µπορούµε να κάνουµε τις εξής παρατηρήσεις: 

 (1) Η σειρά µε την οποία µπαίνουν οι µεταβλητές στο µοντέλο όταν εργαζόµαστε µε 

FORWARD ή STERWISE µέθοδο δεν δείχνει τη σηµαντικότητα των µεταβλητών. Το 

ανάλογο ισχύει και για την µέθοδο BACKWARD. 

(2) Μία µεταβλητή που µπήκε κάποτε στο µοντέλο, µπορεί αργότερα να απαλειφθεί κα να 

ξαναµπεί, χωρίς αυτό να σηµαίνει τίποτε το ουσιαστικό για τη σηµαντικότητα της 

µεταβλητής. Και οι τρεις µέθοδοι υπολογίζουν το λόγο F που εξαρτάται από το µερικό 

συντελεστή συσχέτισης, ο οποίος µε τη σειρά του εξαρτάται από το πόσες και ποιες 

µεταβλητές είναι ήδη στο µοντέλο. 

Στην επόµενη ενότητα θα συνοψίζουµε τις τρεις µεθόδους σταδιακής επιλογής 

µεταβλητών.  
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5.10:    Η ∆ιαδικασία της Προς τα Πίσω Απαλοιφής 

      Η διαδικασία της προς τα πίσω απαλοιφής είναι οικονοµικότερη από τη διαδικασία 

«όλων των παλινδροµήσεων» υπό την έννοια ότι προσπαθεί να εξετάσει µόνο τις 

«καλύτερες» παλινδροµήσεις που περιλαµβάνουν ένα συγκεκριµένο αριθµό µεταβλητών. Τα 

βασικά βήµατα σ’ αυτή τη διαδικασία είναι τα εξής: 

1. Υπολογίζεται µια εξίσωση παλινδρόµησης που περιλαµβάνει όλες τις 

µεταβλητές. 

2. Υπολογίζεται η τιµή του µερικού F-ελέγχου για κάθε προβλέπουσα µεταβλητή η 

οποία θεωρείται ως να ήταν η τελευταία µεταβλητή που εισήχθη στην εξίσωση 

της παλινδρόµησης. 

3. Η µικρότερη τιµή του µερικού F-ελέγχου, έστω FL, συγκρίνεται µε ένα 

προεπιλεγµένο επίπεδο σηµαντικότητας, έστω F0. 

a. Αν FL < F0, τότε αφαιρείται από το µοντέλο η µεταβλητή ΖL, στην οποία 

οφείλεται η τιµή FL, από την παλινδρόµηση και ξανά υπολογίζεται η 

εξίσωση παλινδρόµησης µε τις αποµένουσες µεταβλητές: 

επαναλαµβάνεται το στάδιο (2). 

b. Αν FL > F0, τότε θεωρούµε (δεχόµαστε) την εξίσωση της παλινδρόµησης 

όπως υπολογίστηκε και σταµατάµε. 

Η διαδικασία της προς τα πίσω απαλοιφής είναι µια ικανοποιητική διαδικασία, 

ειδικότερα για στατιστικούς που θέλουν να βλέπουν όλες τις µεταβλητές στην εξίσωση ώστε 

«να µην χάσουν τίποτα». Είναι αρκετά οικονοµικότερη σε ότι αφορά τον υπολογιστικό χρόνο 

και το ανθρώπινο δυναµικό που απαιτούνται για την εφαρµογή της, συγκριτικά µε τη µέθοδο  

«όλων των δυνατών παλινδροµήσεων». Κανείς πρέπει να αναγνωρίσει ότι άπαξ και µια 

µεταβλητή απαλειφθεί κατά τη διαδικασία, παραµένει για πάντα εκτός παλινδρόµησης. 

Εποµένως όλα τα εναλλακτικά µοντέλα που περιλαµβάνουν µεταβλητές που έχουν 

απαλειφθεί δεν είναι πλέον διαθέσιµα για εξέταση. 

 

 

5.11:     Η ∆ιαδικασία της παλινδρόµησης κατά Βήµατα 

Η µέθοδος της προς τα πίσω απαλοιφής ξεκινάει µε τη µεγαλύτερη εξίσωση 

παλινδρόµησης, χρησιµοποιώντας όλες τις µεταβλητές και ακολούθως ελαττώνει τον αριθµό 

των µεταβλητών στην εξίσωση έως ότου φτάσει σε µια απόφαση για την εξίσωση που θα 

χρησιµοποιηθεί. Η διαδικασία επιλογής µεταβλητών κατά βήµατα αφορά στην προσπάθεια 

να πετύχουµε το ίδιο µε το προηγούµενο αποτέλεσµα αλλά δουλεύοντας από την αντίθετη 

κατεύθυνση, δηλαδή, εισάγοντας µεταβλητές έως ότου φτάσουµε σε µια ικανοποιητική 

εξίσωση παλινδρόµησης. Η σειρά εισαγωγής των µεταβλητών καθορίζεται χρησιµοποιώντας 

το συντελεστή µερικής συσχέτισης ως ένα µέτρο της σπουδαιότητας των µεταβλητών που δεν 

έχουν ακόµα εισαχθεί στην εξίσωση. Η βασική διαδικασία είναι η εξής. Πρώτα επιλέγεται 
εκείνη η Ζ που συσχετίζεται περισσότερο µε την Υ (ας υποθέσουµε ότι η Ζl) και βρίσκουµε 

τη γραµµική εξίσωση παλινδρόµησης πρώτης – τάξης Y = f(Ζl). Ελέγχεται αν η µεταβλητή 

αυτή είναι σηµαντική. Αν δεν είναι, η διαδικασία σταµατάει και υιοθετείται το Υ = Ῡ ως το 

καλύτερο µοντέλο, διαφορετικά ψάχνουµε για τη δεύτερη προβλέπουσα µεταβλητή που θα 

εισαχθεί στην παλινδρόµηση. Εξετάζονται οι συντελεστές µερικής συσχέτισης για όλες τις 
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προβλέπουσες µεταβλητές που σ’ αυτό το στάδιο δεν περιλαµβάνονται στην εξίσωση 

παλινδρόµησης, δηλαδή της Ζj, j ≠ 1 µε την Υ, δηλαδή, οι Υ και Ζj είναι οι δύο 

προσαρµοσµένες για τη σχέση τους της ευθείας γραµµής µε τη Ζj, και η συσχέτιση µεταξύ 

αυτών των προσαρµοσµένων µεταβλητών υπολογίζεται για όλα τα j ≠ 1. Από µαθηµατικής 

πλευράς αυτοί είναι ισοδύναµοι µε το να βρούµε τις συσχετίσεις µεταξύ (1) των υπολοίπων  

από την παλινδρόµηση Υ = f(Ζl) και (2) των υπολοίπων από καθεµία από τις j 

παλινδροµήσεις Ζj = fj (Ζl) (τις οποίες πράγµατι δεν έχουµε εκτελέσει). Ακολούθως 

επιλέγεται, η Ζj που έχει το µεγαλύτερο συντελεστή µερικής συσχέτισης µε την Υ, (ας 

υποθέσουµε ότι είναι η Ζ2) και προσαρµόζεται µια δεύτερη εξίσωση παλινδρόµησης                        

Y = f(Z1, Z2). Η συνολική παλινδρόµηση ελέγχεται για τη σηµαντικότητά της, σηµειώνεται η 

βελτίωση στην τιµή του R
2
, εξετάζονται οι µερικές F-τιµές και για τις δυο µεταβλητές που 

είναι τώρα στην εξίσωση (όχι δηλαδή µόνο γι’ αυτή που µόλις µπήκε στην εξίσωση). Η 

µικρότερη από τις δύο µερικές F-τιµές συγκρίνεται µε ένα κατάλληλο ποσοστιαίο σηµείο F 

και η αντίστοιχη προβλέπουσα µεταβλητή παραµένει στην εξίσωση ή απορρίπτεται σύµφωνα 

µε το αν ο έλεγχος είναι σηµαντικός ή όχι. Η διαδικασία αυτή, δηλαδή ο έλεγχος για τη 

«λιγότερο χρήσιµη προβλέπουσα µεταβλητή που µόλις εισήχθη στην εξίσωση» γίνεται σε 

κάθε στάδιο της διαδικασίας κατά βήµατα. Μια µεταβλητή που µπορεί να ήταν η καλύτερη 

για να µπει στην εξίσωση σε ένα προηγούµενο στάδιο, µπορεί σ’ ένα επόµενο στάδιο να είναι 
περιττή λόγω της σχέσης της µε άλλες µεταβλητές που είναι τώρα στην παλινδρόµηση. Για 

να ελεγχθεί αυτό, υπολογίζεται το µερικό F κριτήριο για κάθε µεταβλητή στην παλινδρόµηση 

σε κάθε στάδιο των υπολογισµών και η µικρότερη από αυτές τις µερικές F-τιµές (η οποία 

µπορεί να σχετίζεται µε την τελευταία µεταβλητή που µπήκε στην παλινδρόµηση ή µε µια 

προηγούµενη) συγκρίνεται τότε µε ένα προεπιλεγµένο ποσοστιαίο σηµείο, της κατάλληλης F-

κατανοµής. Με τον τρόπο αυτό κρίνεται η συνεισφορά, σ’ εκείνη τη φάση, της λιγότερο 

αξιόλογης µεταβλητής στην παλινδρόµηση, θεωρώντας την ως να ήταν η τελευταία 

µεταβλητή που εισήχθη στην παλινδρόµηση, ανεξάρτητα του πραγµατικού σηµείου εισόδου 

στο µοντέλο. Αν η µεταβλητή που ελέγχεται δίνει µια µη σηµαντική συνεισφορά, τότε 

αφαιρείται από το µοντέλο κα η κατάλληλη προσαρµοσµένη εξίσωση παλινδρόµησης 

υπολογίζεται τότε για όλες τις υπόλοιπες µεταβλητές που παραµένουν ακόµα στο µοντέλο. 

Τότε ελέγχεται η καλύτερη από τις µεταβλητές που δεν είναι ακόµα στο µοντέλο (δηλαδή 

εκείνη της οποίας η µερική συσχέτιση µε την Υ, δοθέντων των προβλεπουσών µεταβλητών 

που είναι ήδη στην εξίσωση, είναι µεγαλύτερη) για να δούµε αν ξεπερνά τον µερικό F-έλεγχο 

εισόδου. Αν το ξεπερνά, η µεταβλητή εισάγεται στην παλινδρόµηση και επιστρέφουµε στον 

έλεγχο όλων των µερικών F για τις µεταβλητές που είναι στην παλινδρόµηση. Αν δεν το 

ξεπερνά, τότε επιχειρείται µια επιπλέον απαλοιφή µεταβλητής. Τελικά (εκτός κι αν οι α-τιµές 

εισόδου και εξόδου δεν έχουν επιλεγεί σωστά για να δώσουν ένα κυκλικό αποτέλεσµα), όταν 

καµία µεταβλητή στην τρέχουσα εξίσωση δεν µπορεί να επαλειφθεί και η επόµενη καλύτερη 

υποψήφια µεταβλητή δεν µπορεί να πάρει τη θέση της στην εξίσωση, η διαδικασία σταµατά. 

Καθώς εισέρχεται κάθε µεταβλητή στην παλινδρόµηση, συνήθως καταγράφεται και 
εµφανίζεται στα αποτελέσµατα του ηλεκτρονικού υπολογιστή η επίδρασή της στην τιµή του 

R
2
. 

Είναι κοινός τόπος ότι η µέθοδος αυτή είναι καλύτερη από τις µεθόδους επιλογής 

µεταβλητών που συζητήσαµε και γενικά συνιστάται η χρήση τους. Είναι οικονοµικότερη σε 

ότι αφορά τη χρήση του ηλεκτρονικού υπολογιστή από τις άλλες µεθόδους που αναφέραµε 

και αποφεύγει να χρησιµοποιεί περισσότερα Χ από όσα είναι απαραίτητα για τη βελτίωση 

της εξίσωσης σε κάθε φάση. Ωστόσο, πολύ εύκολα µπορεί να γίνει κατάχρηση της 

διαδικασίας παλινδρόµησης κατά βήµατα από ένα «ανώριµο» στατιστικό. Έτσι κι εδώ 
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απαιτείται µια λογική αιτιολόγηση στην αρχική επιλογή των µεταβλητών και στην κριτική 

εξέταση του µοντέλου µέσω της εξέτασης των υπολοίπων. 

 

5.12    Η ∆ιαδικασία Παλινδρόµησης κατά Στάδια 

Η µέθοδος αυτή δεν δίνει πραγµατική λύση ελαχίστων τετραγώνων για τις µεταβλητές 

που περιλαµβάνονται στην τελική εξίσωση. Η βασική ιδέα είναι η εξής. Αφότου 

προσαρµοστεί µια εξίσωση παλινδρόµησης για τη µεταβλητή Χ που είναι η πιο συσχετισµένη 

µε την Υ, βρίσκουµε τα υπόλοιπα 
i i

Y Y−
)

. Τα υπόλοιπα αυτά θεωρούνται τώρα ως τιµές µιας 

εξαρτηµένης µεταβλητής και παλινδροµούνται ξανά ως προς µια Χ (από εκείνες που 

αποµένουν) η οποία σχετίζεται περισσότερο µε αυτή τη νέα εξαρτηµένη µεταβλητή. Η 

διαδικασία συνεχίζεται µέχρι το στάδιο που επιθυµούµε. Οι νέες Χ µεταβλητές δεν 

προσαρµόζονται για τις προηγούµενες Χ µεταβλητές. Επειδή σε κάθε στάδιο έχουµε 

Εξαρτηµένη µεταβλητή = Προσαρµοσµένη Εξαρτηµένη µεταβλητή + (Εξαρτηµένη               

µεταβλητή – Προσαρµοσµένη Εξαρτηµένη µεταβλητή) 

οι εξισώσεις παλινδρόµησης µπορούν να αντικαθίστανται οπισθοδροµικά (δηλαδή προς 

τα πίσω) στάδιο – στάδιο έως ότου πετύχουµε την τελική κατά στάδια εξίσωση, η οποία δεν 

είναι λύση ελαχίστων τετραγώνων για τις µεταβλητές που περιλαµβάνονται. 

Ενώ η διαδικασία αυτή δίνει πάντοτε µικρότερη ακρίβεια, δηλαδή, µεγαλύτερο µέσο 

τετράγωνο υπολοίπων, απ’ ότι η διαδικασία των ελαχίστων τετραγώνων, έχει το εξής 

πλεονέκτηµα. Μας δίνει τη δυνατότητα να επιλέξουµε µια πρώτη µεταβλητή για λόγους 

διαφορετικούς από εκείνους της συσχέτισής της µε την Υ. Για παράδειγµα, δοθέντος ενός 

συνόλου µεταβλητών Χ µε µεγάλη συσχέτιση µεταξύ τους, οι διαδικασίες επιλογής θα 

επιλέξουν πρώτα εκείνη τη Χ που έχει τη µεγαλύτερη συσχέτιση µε την Υ και έστω ότι είναι 
η Χi. Στο επόµενο στάδιο, όλες οι άλλες Χ µεταβλητές που δεν είναι στην παλινδρόµηση 

προσαρµόζονται ανάλογα µε τη συσχέτισή τους µε τη Χ1. Εποµένως, αν η Χ2 έχει µεγάλη 

συσχέτιση µε τη Χ1, τότε αυτή µπορεί να απορριφθεί ως πιθανή µεταβλητή. Ωστόσο η Χ2 

µπορεί να είναι ακριβώς η µεταβλητή που ο πειραµατιστής θέλει να χρησιµοποιεί, για 

παράδειγµα, η Χ2 µπορεί να είναι άµεσα κάτω από τον έλεγχο του πειραµατιστή ενώ η Χ1 

µπορεί να µην είναι. Για παράδειγµα, σε µια περίπτωση µάρκετινγκ, η Χ2 µπορεί να 

αντιστοιχεί στη δαπάνη που διαθέτει κάποιος για διαφήµιση, ενώ η Χ1 µπορεί να είναι οι 
ανταγωνιστικές δαπάνες για διαφήµιση. Εποµένως, ο πειραµατιστής θα µπορούσε να 

χρησιµοποιεί ένα µοντέλο παλινδρόµησης Υ = f(Χ2) και κατόπιν να συνεχίσει το πρόβληµα 

χρησιµοποιώντας τα υπόλοιπα (από αυτή την προσαρµογή) ως την εξαρτηµένη µεταβλητή σε 

περαιτέρω παλινδροµήσεις. 

Επιπλέον, υπάρχουν περιπτώσεις όπου µια τάση στα δεδοµένα θα έπρεπε να εξαλειφθεί 
πριν προσπαθήσουµε να γράψουµε µια εξίσωση πρόβλεψης. Οι οικονοµολόγοι συχνά 

διορθώνουν τα δεδοµένα για τάσεις ή εποχικότητα και κατόπιν προχωρούν στην ανάλυση των 

αποκλίσεων που προκύπτουν µε διαδικασίες ελαχίστων τετραγώνων. 
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- Κεφάλαιο 6:  Γραµµικό Μοντέλο και Στατιστικά Πακέτα  

 

6.1: Εισαγωγή 

Η ανάλυση Πολλαπλής Παλινδρόµησης µε πλήθος ανεξάρτητων µεταβλητών x>2 

µπορεί εύκολα να γίνει σε οποιοδήποτε υπολογιστικό σύστηµα αφού σήµερα είναι σχεδόν 

όλα εφοδιασµένα µε κάποιο ή κάποια στατιστικά πακέτα (Statgraphics, SPSS, MINITAB, 

BDMP,SAS κλπ.) που διαθέτουν έτοιµα προγράµµατα ανάλυσης του γενικού Γραµµικού 

Μοντέλου.  

Το βασικό µενού που δίνει την δυνατότητα να επιλέξεις από τις x, (x>2), ανεξάρτητες 

µεταβλητές αυτές που πράγµατι είναι απαραίτητες για την ερµηνεία της Υ είναι η κλιµακωτή 

ή βήµα προς βήµα (Stepwise) παλινδρόµηση. Τις εξής τρείς µεθόδους, χρησιµοποιεί το 

παραπάνω µενού για την επιλογή του ‘’καλύτερου µοντέλου’’ µεταξύ όλων των 2
x
 δυνατών 

µοντέλων όπου x το πλήθος των ανεξάρτητων µεταβλητών που είναι ‘’υποψήφιες’’ για να 

ερµηνεύσουν την εξαρτηµένη µεταβλητή Υ: 

 

1. Την ‘’προς τα εµπρός επιλογή’’ (forward selection) 

2. Την ‘’προς τα πίσω απάλειψη’’ (backward elimination) και 

3. Την ‘’κλιµακωτή (βήµα προς βήµα) παλινδρόµηση που είναι συνδυασµός των 1 και 

2. 

 

Στην προς τα εµπρός επιλογή ξεκινάµε τη διαδικασία εύρεσης του καλύτερου µοντέλου 

από το µοντέλο θέσης Υ= β0 + ε. Προχωρούµε, προσθέτοντας στη συνέχεια µια µεταβλητή, 

κάθε φορά εκείνη που εξηγεί το µεγαλύτερο ποσοστό της ανεξήγητης διασποράς. 

Προσθέτουµε εποµένως σε κάθε βήµα εκείνη τη µεταβλητή που η συµµετοχή της στο 

µοντέλο δίνει τον απόλυτα µεγαλύτερο µερικό συντελεστή συσχέτισης. Επειδή όµως η 

προσθήκη της νέας µεταβλητής στο µοντέλο έχει νόηµα µόνο εφόσον ο συντελεστής 

παλινδρόµησης της είναι σηµαντικά διαφορετικός από το µηδέν, γι’ αυτό συγκρίνουµε σε 

κάθε βήµα το λόγο F της µεταβλητής που πρόκειται να µπει στο µοντέλο µε κάποια κρίσιµη 

τιµή FIN. Αν ισχύει 

F> FIN 

η µεταβλητή προστίθεται στο µοντέλο. Η κρίσιµη αυτή τιµή µπορεί να είναι F1,n-1,a, όπου α το 

επίπεδο σηµαντικότητας που µας ενδιαφέρει. Υπάρχει όµως η δυνατότητα να ορίσουµε 

οποιαδήποτε άλλη τιµή ως FIN. Ακόµη, επειδή προκύπτει ότι αύξηση του τετραγώνου του 

µερικού συντελεστή συσχέτισης συνεπάγεται αύξηση του F, µπορούµε να συνοψίσουµε ως 

εξής: Σε κάθε βήµα της προς τα εµπρός επιλογής, υπολογίζονται οι λόγοι F για όλες της 

µεταβλητές που δεν έχουν µπει ακόµη στο µοντέλο. Αν ο µεγαλύτερος από τους λόγους 

αυτούς είναι µεγαλύτερος και του FIN, η διαδικασία σταµατά και το τελευταίο µοντέλο 

θεωρείται ως το ‘’καλύτερο’’.  
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Στην προς τα πίσω απαλοιφή ακολουθούµε ακριβώς την αντίστροφη πορεία. Ξεκινούµε 

από το πλήρες µοντέλο, απαλείφοντας σε κάθε βήµα µια µεταβλητή. Η µεταβλητή αυτή 

πρέπει να έχει το µικρότερο λόγο F (άρα και τον απόλυτα µικρότερο συντελεστή µερικής 

συσχέτισης) και να ικανοποιεί τη σχέση  

F > FOUT 

Η κρίσιµη τιµή FOUT, όπως και η FIN, να είναι η F1,n-1,a. Η διαδικασία σταµατά όταν έχουν 

απαλειφθεί όλες οι µεταβλητές ή όταν όλες όσες έχουν µείνει στο µοντέλο έχουν λόγο 

OUTF F≥ . Αξίζει να σηµειωθεί ότι ακόµη κι να θεωρήσουµε FIN=FOUT οι δύο µέθοδοι που 

αναφέρθηκαν δεν καταλήγουν πάντα στο ίδιο µοντέλο. 

 

Η τρίτη µέθοδος της ‘’βήµα προς βήµα’’ παλινδρόµησης είναι βελτίωση των δύο 

προηγούµενων. Ξεκινούµε και εδώ από το απλό µοντέλο θέσης και σε κάθε βήµα 

προσθέτουµε µια µεταβλητή στο µοντέλο. Πριν όµως προχωρήσουµε στο επόµενο βήµα 

ελέγχουµε τις µεταβλητές που ήδη είναι στο µοντέλο µε µέθοδο ανάλογης της ‘’προς τα 

πίσω απαλοιφής’’. Συγκεκριµένα, σε κάθε βήµα, υπολογίζονται πρώτα όλοι οι λόγοι F, που 

αντιστοιχούν στις µεταβλητές που δεν συµµετέχουν στο µοντέλο, και που θα προέκυπταν αν 

µια κάθε φορά απ’ αυτές συµµετείχε επιπλέον στο µοντέλο.  

Αν όλοι οι λόγοι είναι µικρότεροι µιας τιµής FIN η διαδικασία σταµατά, αλλιώς 

προσθέτουµε εκείνη τη µεταβλητή που έχει το µεγαλύτερο F, και ικανοποιεί την F > FIN. Στη 

συνέχεια υπολογίζουµε τους λόγους F των υπόλοιπων µεταβλητών που ήταν ήδη µέσα στο 

µοντέλο όπως αυτοί διαµορφώνονται µετά την προσθήκη της νέας µεταβλητής, Αν για 

κάποιες από αυτές συµβεί ο λόγος F να ικανοποιεί τη σχέση F < FOUT, τότε οι µεταβλητές 

αυτές απαλείφονται από το µοντέλο και προχωράµε στο επόµενο βήµα. Είναι φανερό ότι για 

να µην είναι ατέρµονη η διαδικασία θα πρέπει FOUT < FIN. Πάντως, ανάλογα µε τον καθορισµό 

των τιµών FIN, FOUT η µέθοδος µπορεί να καταλήγει σε διαφορετικά µοντέλα. 

Τα ελάχιστα στοιχεία τα οποία, ένα οποιοδήποτε στατιστικό πακέτο δίνει στο χρήστη είναι: 

2. Οι εκτιµήσεις ελάχιστων τετραγώνων 0 1 1, ,..., ρβ β β −

) ) )
 (coefficients). 

3. Η αµερόληπτη εκτιµήτρια S
2 της διασποράς σ2 ή ισοδύναµα η εκτιµήτρια s της 

τυπικής απόκλισης σ (standard deviation (error) of regression line). 

4. Οι εκτιµήσεις ( )i

is β
)

 των τυπικών αποκλίσεων των εκτιµητριών ελαχίστων 

τετραγώνων 
i

β
)

 (standard deviation (error) of coefficients) 

5. Τα πηλίκα t (t ratios ή t values) 

( )
j

js

β

β

)

)  

που χρησιµοποιούνται για τον έλεγχο της H0 : βj = 0 κατά της H1 : βj ≠ 0,  j=0,1,2,…, ρ-1. 
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6. Το συντελεστή προσδιορισµού R
2  

(coefficient of Determination, R – squared, 

multiple R- squared) και τον προσαρτηµένο συντελεστή προσδιορισµού R2 
(Adj.) 

7. Τον πίνακα ανάλυσης διασποράς (Analysis of variance, Anova Table). 

8. Την εκτίµηση του πίνακα διακυµάνσεων συνδιακυµάνσεων 2, sβ β 
 
 � �

) )
 

9. Τον πίνακα συσχέτισης των ανεξάρτητων µεταβλητών. 

10. Τις προσαρµοσµένες τιµές 
1

0

, 1, 2,...,
i ij j

j

y x i
ρ

β ν
−

=

= =∑
))

 

11.  Τα κατάλοιπα , 1, 2,...,i i iy y iε ν= − =
) )

 

12. Την τιµή του Durbin – Watson στατιστικού για τον έλεγχο της αυτοσυσχέτισης των 

κατάλοιπων (βασική προϋπόθεσης της ανάλυσης παλινδρόµησης). 

 

 

6.2: Ερµηνεία του πίνακα Πολλαπλής Παλινδρόµησης από το SPSS 

Η τιµή F (F VALUE) µετρά το βαθµό συµφωνίας των δεδοµένων µε την µηδενική 

υπόθεση ότι όλοι οι συντελεστές β είναι ίσοι µε το µηδέν. Η τιµή αυτή είναι ο λόγος των δύο 

µέσων τετραγώνων (MEAN SQUARE). 

F=MODEL MEAN SQUARE/ ERROR MEAN SQUARE 

Οι βαθµοί ελευθερίας στον αριθµητή και στον παρονοµαστή είναι οι βαθµοί ελευθερίας 

του µοντέλου (MODEL DF) και οι βαθµοί ελευθερίας του σφάλµατος (ERROR DF). Το 

παρατηρούµενο επίπεδο σηµαντικότητας (κρίσιµο επίπεδο, p- value), δηλαδή η πιθανότητα να 

καταλήξουµε σε µια τιµή της στατιστικής συνάρτησης F τόσο µεγάλη ή µεγαλύτερη από την 

παρατηρηθείσα τιµή, όταν η Η0 ισχύει,(PR>F). 

Οι βαθµοί ελευθερίας του µοντέλου (MODEL DF) αναφέρεται πάντοτε στον αριθµό των 

παραµέτρων β του µοντέλου. Ο συνολικός αριθµός βαθµών ελευθερίας (TOTAL DF) 

αντιστοιχεί στον αριθµό παρατηρήσεων µείων 1, ενώ οι βαθµοί ελευθερίας του λάθους 

(ERROR DF) είναι η διαφορά µεταξύ των δύο προαναφερθέντων βαθµών ελευθερίας. 

MODEL DF = k 

ERROR DF = n-k-1 

TOTAL DF = n-1  

Tα αθροίσµατα των τετραγώνων καθορίζονται µε τον ίδιο τρόπο όπως στην απλή γραµµική 

παλινδρόµηση. ∆ηλαδή: 

MODEL SUM OF SQUARES = SSTr = ( )2

iY Y−∑
)
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ERROR SUM OF SQUARES = SSE = ( )2

i iY Y−∑
)

 

TOTAL SUM OF SQUARES = SSTR = ( )2

i
Y Y−∑  

Προφανώς και πάλι, το συνολικό άθροισµα τετραγώνων προκύπτει ως το άθροισµα των δύο 

άλλων αθροισµάτων τετραγώνων. Τα µέσα τετράγωνα (MEAN SQUARE) είναι, όπως και 
προηγουµένως, η τιµή του συντελεστή προσδιορισµού του µοντέλου δηλαδή το ποσοστό της 

συνολικής διακύµανσης του Υ που µπορεί να εξηγηθεί (να αποδοθεί) από το µοντέλο 

γραµµικής παλινδρόµησης που χρησιµοποιήθηκε 

 r
2
=MODEL SS/TOTAL SS 

r
SST

SST
≡  =1-ERROR SS/TOTAL SS 1

SSE

SST
≡ −  

Η ετικέτα ESTIMATE δίνει τις τιµές bi  των στατιστικών συναρτήσεων (εκτιµητριών) 
i

β
)

 

ενώ η ετικέτα STD ERROR OF ESTIMATE δίνει τιµές των αντίστοιχων εκτιµητριών των 

αντίστοιχων αποκλίσεων 
i

S
β
) . Η τιµή της στατιστικής συνάρτησης Τ που αντιστοιχεί στο 

µοντέλο παλινδρόµησης που χρησιµοποιήθηκε εµφανίζεται στην ετικέτα Τ FOR H0. Τέλος 

το παρατηρούµενο επίπεδο σηµαντικότητας ή, αλλιώς ελάχιστο επίπεδο σηµαντικότητας (P 

VALUE) που αντιστοιχεί στον έλεγχο H0 : bi = 0 έναντι της εναλλακτικής H1 : bi ≠ 0 

εµφανίζεται στην ετικέτα PR > │T│. Εποµένως αν για παράδειγµα χρησιµοποιήσουµε ως 

επίπεδο σηµαντικότητας την τιµή 0.05 οποιαδήποτε τιµή του παρατηρούµενου επιπέδου 

σηµαντικότητας (P-VALUE) µεγαλύτερη από 0.05 είναι υποψήφια για να αποκλεισθεί από 

το γενικό γραµµικό µοντέλο που χρησιµοποιείται.  
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ΕΠΙΛΟΓΟΣ 
 

Αναφερθήκαµε εκτενώς στην Πολλαπλή Παλινδρόµηση (Multiple Regression) 

εξετάζοντας όλες τις παραµέτρους της όπως το Μοντέλο, τη Μέθοδο των Ελαχίστων 

Τετραγώνων, τους συντελεστές προσδιορισµού και µερικής συσχέτισης. Επιπλέον κάναµε 

µνεία στην εξέταση των σφαλµάτων iε  , είδαµε την επιλογή της «καλύτερης» εξίσωσης 

παλινδρόµησης µέσω των µεθόδων Backward, Forward και Stepwise. Εν τέλει, µιλήσαµε για 

τους µετασχηµατισµούς στην περίπτωση που υφίστανται αποκλίσεις από τις υποθέσεις της 

Παλινδρόµησης, περίπτωση στην οποία υπάγεται και το πρόβληµα της 

Ετεροσκεδαστικότητας που είναι ένα αρκετά συχνό φαινόµενο. 
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